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1. Feladat. Fel lehet-e bontani egy négyzetet véges sok haromszogre gy, hogy semelyik
kettének ne legyen kozos oldala? (A haromszogeknek nincs kozos belsé pontjuk, és unidjuk a
négyzet.)

2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy K test pontosan akkor rendezhetd, ha minden A €
M, (K) szimmetrikus matrix diagonalizalhato K algebrai lezartja felett. (Azaz minden n € N-
re ¢s A € M, (K) szimmetrikus matrixra létezik olyan S € GL,(K), amire S™1AS diagona-
lis.)

3. Feladat. Egy « algebrai egészre definialjuk o pozitiv fokat: deg™ () legyen az a minimélis
k € N, amelyre van olyan nemnegativ egészekbdl all6 k x k-as matrix, melynek a sajitértéke.
Mutassuk meg, hogy tetszéleges n € N esetén minden n-edfokt « algebrai egészre deg™ (o)) <
2n.

4. Feladat. Legyen K egy, a racionélis szamtestt6l és a masodfokt imaginérius szamtestektsl
kiilénb6z6 algebrai szamtest. Jelolje £(K) azon pozitiv n > 3 egészek halmazat, melyekre
talalhatok olyan K-beli 1, ..., &, egységek, hogy

1+ +e,=0,

de > e; # 0 az {1,...,n} barmely nemiires, valodi I részhalmaza esetén. Igazoljuk, hogy
i€l

L(K) végtelen sok elemet tartalmaz, és legkisebb eleme K fokszama és diszkriminansa se-

gitségével feliilrsl korlatozhato! Mutassuk meg tovabba, hogy végtelen sok K esetén L(K)

végtelen sok paros és végtelen sok paratlan elemet tartalmaz!

5. Feladat. Egy legalabb els6foku p polinomra legyen H, = {z eC ’ Ip(2)] = 1}. Igazoljuk,
hogy ha H, = H, valamely p, ¢ polinomokra, akkor van olyan r polinom, hogy p = ™ és
g = & - " valamely m, n pozitiv, egész szamokkal és || = 1 konstanssal.

6. Feladat. Legyenek I és J intervallumok, ¢, : I — R szigoriian monoton névé és folyto-
nos fiiggvények, tovabba ®, ¥ : J — R folytonos fiiggvények. Tegyiik fel, hogy ¢(z)+¢(x) = x
és ®(u) + VU(u) = u teljesiil minden x € I, illetve u € J esetén. Legyen f : I — J folytonos
megoldésa a

flo@) +v(y) <O(f(2) +¥(fly)  (x,yel)

fiiggvényegyenlstlenségnek. Mutassuk meg, hogy ekkor ® o f o p~! és Wo f o~! konvex
fliggvények.

7. Feladat. Jellemezziik azokat a pozitiv szamokbol allo novekvs (s,) sorozatokat, ame-
lyekhez létezik a valos szamoknak olyan pozitiv mértékd A részhalmaza, hogy minden 1/n
hossziisagi I intervallum esetén A\(ANT) < *= teljesiil, ahol A a Lebesgue-mértéket jeldli.



8. Feladat. Legyen az x € [0, 1) valds szam 2-es szamrendszerbeli alakja: x = Y 72 577 (Ha
x diadikusan raciondlis, azaz x € {2% tk,n e Z}, akkor a véges felirast valasszuk.) Legyen

az fn :[0,1) — Z fiiggvény a kovetkez6 moédon megadva:

n—1

fo(x) = Z(_l)ZZ;o .

=0

Van-e olyan ¢ : [0,00) — [0, 00) fiiggvény, amelyre lim,_,o ¢(z) = 00 és

1
sup /0 (| )z < 007

neN

e o

9. Feladat. Legyen N linearis normalt tér és M az N egy strd linearis altere. Igazoljuk,
hogy ha Ly, ..., Ly, folytonos linearis funkciondlok N-en, akkor minden z € N-re van olyan
x-hez konvergal6é M-beli (yy) sorozat, amelyre L;(y,) = L;(x) teljesiil minden j =1,...,m
és n € N esetén.

10. Feladat. Legyenek X, Xo, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok P(X; = 0) =
P(X; =1) = % eloszlassal. Legyenek Y7,Ys, Y3 és Yy fiiggetlen, azonos eloszlasi véletlen
valtozok, ahol Y] = 220:1 %. Abszolut folytonos eloszlast-e az Y7 + 2Ys + 4Y3 + 8Yy,
valamint az Y7 + 4Y3 véletlen valtoz6?
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