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Kezdok I-II. kategoéria, 1. fordulé

Feladatok

1. Tekintsiik az els6 30 pozitiv egész szam Osszegét, majd tetszbleges szamu tag elGjelét
véltoztassuk meg. Megtehetjiik-e ezt gy, hogy a kapott dsszeg 300 legyen?

2. Mi a 2015213 4201526 5sszeg utolsé 6 szamjegye?

3. Egy hegyesszogli haromszoget 2 magassdgvonala 4 részre bontja. Tudjuk, hogy ebbdl
a 4 részbdl 2-2-nek egyenld a teriilete. Mekkorak a hiaromszog szogei?

4. Egy 4 x 4-es tablazat mindegyik mezdjébe beirjuk az 1, 2, 3 szdmok valamelyikét.
a) Elérhetd-e igy, hogy minden sorban és minden oszlopban kiilonbozzon a szamok Gsszege?

b) Elérhet6-e igy, hogy minden sorban, minden oszlopban és mindkét tloban kiilonbdzzon
a szamok 0Osszege?

Megoldasok és javitasi atmutato
1. Tekintsiik az els6 30 pozitiv egész szdm 0Osszegét, majd tetszbleges szamu tag el§jelét
véaltoztassuk meg. Megtehetjiik-e ezt gy, hogy a kapott 6sszeg 300 legyen?

Megoldas.

30(30 + 1)

1+24+3+...+30= = 465.

Ha valamely szam el6jele megvaltozik, akkor az dsszeg a szam kétszeresével,
azaz pédros szdmmal csokken, igy pdratlan marad.

Ezért soha nem kaphatunk eredményiil 300-at.

2. Mi a 2015213 + 2015°°'° ssszeg utolsé 6 szamjegye?
Megoldas. Emeljiink ki 201521%-t!

201523 . (1 +2015) = 2015%" . 2016.

2015 oszthatd 5-tel.

2 pont

2 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



2016 oszthat6 2°-nel.

2015 = 5 - 403; 2016 = 2° - 63;
20152015 . 2016 = 52015 . 4032015 . 23 . 63,

A szorzat tehat oszthaté 5°-nel és 2°-nel, ezért oszthaté 10°-nel is, vagyis az utolsé 5 szam-
jegye 00000.

Ha a szdmot leosztanank 10°-nel, akkor egy 5-tel oszthaté paratlan szdmot kapnank, ami
ezért 5-re végzddik. Tehat az eredeti szdm utolsé 6 szamjegye: 500 000

Megjegyzés: Mdas megolddsmenet esetén minden megtaldlt (és megindokolt) szamjegyért
1 pont jar.

3. Egy hegyesszogli haromszoget 2 magassdgvonala 4 részre bontja. Tudjuk, hogy ebbdl
a 4 részbdl 2-2-nek egyenld a teriilete. Mekkordk a hdromszog szogei?

Megoldas.

C Jeloljiik az dbra szerint a kialakult 4 teriiletet! 3 lehet6-

ség van arra, hogy melyik 2 rész teriilete egyenld:
a) T1 :T2 és T3 = T4;
b) T] :T4 és Tz :T3;
C) T1 = T3 és T2 = T4.

T Az a) eset nem lehetséges, mert 7} = T5-bdl az ko-
vetkezik, hogy M felezi CD-t, mivel a két harom-

T sz0g A-bdl indulé magassdga megegyezik. Viszont ek-

h D. kor T, biztosan nagyobb, mint T3, mert ha M felezi

CD-t, akkor T5 = Ty gp < T4. Hasonléan nem lehet-
séges a b) eset sem.

A ¢) esetbdl T} + T, = Ts + 1y, illetve T + Ty = T, + T3 kovetkezik, vagyis a két magas-
sdgvonal egyben stlyvonal is.

Ha egy haromszogben egybeesik egy magassdgvonal a stlyvonallal, akkor a hiaromszog
egyenlGszard, mert a magassdgvonal ekkor 2 egybevdgd hdromszdgre bontja az eredeti ha-
romszoget.

Mivel most két magassagvonal is egybeesik egy-egy stlyvonallal, ezért a haromszog szaba-
lyos. A szogei tehat 60 fokosak.

4. Egy 4 x 4-es tablazat mindegyik mezgjébe beirjuk az 1, 2, 3 szdmok valamelyikét.
a) Elérhetd-e igy, hogy minden sorban és minden oszlopban kiilonbozzon a szdmok Gsszege?
b) ElérhetS-e igy, hogy minden sorban, minden oszlopban és mindkét atloban kiilonbdzzon

a szamok Osszege?

Megoldas. «) Igen, elérhetd. Egy lehetséges elrendezés (a sorok mellett, illetve az oszlopok
alatt az O0sszegeket tiintettiik fel):

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont
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b) Nem érhet6 el:

Egy sorban, oszlopban vagy atléban az Osszeg legaldbb 4 - 1 = 4, és legfeljebb 4 -3 = 12
lehet, azaz az Osszegzéskor legfeljebb 9-féle szdmot kaphatunk eredményiil.

A tdbldzatban 4 sor, 4 oszlop és 2 4tl6 szerepel, ami Osszesen 10-féle Osszeget jelent.

Mivel az Osszegek szdma nagyobb, mint a lehetséges eredmények szdma, a skatulyaelv ér-
telmében kell lennie olyan eredménynek, ami legalabb kétszer szerepel.

Megjegyzés: Ha a versenyz8 indoklds nélkiil csak azt dllapitja meg, hogy a) esetében lehet-
séges, a b) esetében pedig nem lehetséges a kitoltés, akkor Gsszesen 1 pontot kaphat erre
a feladatra.

Kezdok I-11. kategoria, I1. fordulo
Kezdok III. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. Hat kiilonb6z6 primszamot Osszeszoroztunk és a szorzat értéke egy ababab alakd hatjegyt
szam lett. A hat darab prim koziil az egyik a 29. Hatdrozzuk meg az ababab szam értékét!

2. Az ABC haromszog C' cstcsandl levs szoge derékszog. A CAB és ABC szogek belsd
szogfelezGi a szemkozti oldalakat a P és () pontokban metszik. A P és () pontokbdl az AB
oldalra 4llitott merSlegesek talppontjai legyenek az M és N pontok. Hatdrozzuk meg
az MCN szdg nagysagat!

3. Egy osztdlyba 6 fiu jar, és koziiliik az egyik az aldbbi torténetet mesélte el:

Decemberben mindny4jan feleltiink torténelembdl. Minden szdmon kérd 6rdn volt egy vagy
tobb felel6 koziiliink, de olyan is akadt, akit nem kérdezett a tanarn8. Viszont mindegyikiink
hallhatta a masik 5 személy feleletét (nem feltétleniil egyiitt) azon torténelem 6rdk valame-
lyikén, amikor 6 éppen nem keriilt kivdlasztasra.

Adjuk meg, hogy legaldbb hiny torténelem 6rdn volt felelés december honapban ebben
az osztalyban!

2 pont

1 pont
1 pont

2 pont

(6 pont)

(6 pont)

(8 pont)



4. Harom réten tehenek legelnek, a rétek teriiletének ardnya 4:5:6. Az els, legkisebb réten
6 tehén 12 napig tud legelni, a masodikon 7 tehén 20 napig. A harmadik, legnagyobb réten
hany napig tud legelni 12 tehén?

Mindharom réten kezdetben egyforma magas volt a fii, a réteken egyforma gyorsan, egyen-
letesen nd a fd, és a tehenek megeszik mindazt a fiivet, ami a réten volt, amikor odaérkeztek,
és azt is, ami addig nétt, amig ott legeltek.

5. Az ABC egyenl8szard haromszog AB szdra a haromszog koré irt korének O kozép-
pontjétdl V19 egység tavolsdgra van, a koré irt kor sugara 10 egység. A BC alap felezd-
merGlegese a koriilirt kort az F' pontban metszi, az AB szar felezGmerSlegese és a koriilirt
kor metszéspontjai a D és E pontok (D a révidebbik AB iven helyezkedik el). Az E-re il-
leszked6 BC'-vel parhuzamos egyenes a DI szakaszt a H pontban metszi. Mennyi az AHFE
haromszog teriilete?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hat kiilonb6z6 primszamot Osszeszoroztunk és a szorzat értéke egy ababab alakd hatjegyt
szam lett. A hat darab prim koziil az egyik a 29. Hatdrozzuk meg az ababab szam értékét!

Megoldas.
ababab = 10101 - ab,
ababab =3-7-13-37 - ab.

Ha ab egyik primtényezdje a 29, akkor a masik tényezd csak a 2 lehet, hiszen egyrészt 5-29
mar haromjegy(, masrészt mivel kiilonb6z6 primeket szoroztunk 6ssze, a masik tényezd nem
lehet a 3.

Igy a vélasz: ababab =3-7-13-37-2-29 = 585858.

2. Az ABC héromszog C' csicsandl levs szoge derékszog. A CAB és ABC szogek belsd
szogfelez6i a szemkozti oldalakat a P és () pontokban metszik. A P és () pontokbdl az AB
oldalra 4llitott mer6legesek talppontjai legyenek az M és N pontok. Hatdrozzuk meg
az MCN sz6g nagysagat!

Megoldas.

Mivel P rajta van a CAB szogfelezGjén, ezért
PC=PM,
22 és a PC'M egyenl8szard haromszogben PC'M < =
I — PMC<.
N Legyen 1" az ABC' haromszog C csicsdhoz tar-
toz6 magassiganak talppontja. Ekkor PM | CT
és igy PMC< = MCT<. Ezt és a kordbbi meg-

B

AN

C Q 4 Hasonl6  gondolatmenettel lathat6 be, hogy
QCN<=NCT«.

5

allapitasunkat figyelembe véve PCM < = MCT<«.

(10 pont)

(10 pont)

(6 pont)

(2 pont)
(1 pont)

(2 pont)
(1 pont)

(6 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)



Igy
90° = BOA<x = PCM<+ MCT<+ NCT<+ QCN<« =

=2(MCT<+ NCT<) =2MCN<«.
amib8l M CN< = 45° adédik.

3. Egy osztdlyba 6 fid jar, és koziiliik az egyik az aldbbi torténetet mesélte el:

Decemberben mindnydjan feleltiink torténelembdl. Minden szamon kér$ 6rdn volt egy vagy
tobb felel6 koziiliink, de olyan is akadt, akit nem kérdezett a tandrnG. Viszont mindegyikiink
hallhatta a masik 5 személy feleletét (nem feltétleniil egyiitt) azon torténelem 6rdk valame-
lyikén, amikor 6 éppen nem keriilt kivalasztasra.

Adjuk meg, hogy legaldbb hany torténelem 6rdn volt felelés december hénapban ebben
az osztalyban!

Megoldas. ElGszor azt fogjuk belatni, hogy legfeljebb 3 szdmon kérG 6rdval a feladat felté-
telei nem teljesithetSk. Jeloljik a fiikat A, B, C, D, E, F-fel! Hirom vagy annal kevesebb

szdmon kérd ora esetén, mivel a 6 fid mindegyike felelt legaldbb egyszer, ezért kellett lennie
olyan alkalomnak, amikor legaldabb két fit keriilt kivdlasztésra.

Az éaltalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjilkk, hogy az ezen alkalommal beszdmolé két
személy A és B volt. Ezen szdmon kér6 6rdn kiviil kellett lennie még két olyan masiknak is,
amikor A nem felelt és hallhatta B feleletét, illetve ennek forditottjaként egy masik esetben
B nem keriilt kivalasztasra és 6 hallhatta A beszdmoldjat.

Ez a 3 szdmon kér6 6ra azért nem elegendd a feladat Osszes feltételének teljesitéséhez, mert
ahhoz, hogy A illetve B nem feleloként hallgathassa meg a C, D, E, F tarsak beszamoléjat,
ahhoz a 4 felsorolt személynek az el6bb emlitett két szdmon kérd 6rédn felelnie kellett volna.
Viszont 3 szamonkérés esetén azon az 6rdn, amikor A ésB egyiitt felelt, mar nem keriilhetett
kivéalasztasra a C', D, E, F' személyek egyike sem, hiszen akkor lett volna olyan személy,
aki minden szdmonkérésnél szerepelt volna. Igy viszont C, D, E, F tanulék koziil egyik
sem hallhatta volna a masik 3 személy feleletét akkor, amikor & mentesiilt a szimonkérés
alol.

4 szamon kér$ 6ra esetén a feladat feltételei mar megvaldsithatok, példaul az alabbi csopor-
tok feleltetésével: {A, B,C}, {A,D,E}, {B,D,F}, {C,E, F}.

4. Harom réten tehenek legelnek, a rétek teriiletének ardnya 4:5:6. Az elsd, legkisebb réten
6 tehén 12 napig tud legelni, a masodikon 7 tehén 20 napig. A harmadik, legnagyobb réten
hany napig tud legelni 12 tehén?

Mindhdrom réten kezdetben egyforma magas volt a fii, a réteken egyforma gyorsan, egyen-
letesen nd a f{, és a tehenek megeszik mindazt a fiivet, ami a réten volt, amikor odaérkeztek,
és azt is, ami addig nétt, amig ott legeltek.

Megoldas. Legyen a rétek teriilete 4, 5, illetve 6 teriiletegység. Nevezziik egy adagnak azt
a fimennyiséget, amit 1 tehén 1 nap alatt megeszik.

Jeloljiik x-szel azt, hogy egy egységnyi teriileten hany adag fii taldlhatd,
illetve y-nal azt, hogy az egységnyi teriileten 1 nap alatt hany adag fd nd.

(1 pont)
(1 pont)

(8 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(3 pont)

(3 pont)

(10 pont)

(1 pont)
(1 pont)



A feladat szovege alapjan az elsd 2 rétre felirhaté az aldbbi 2 egyenlet:

4. (x+12y) =612,
5. (z 4 20y) = 7-20.

Ebbdl y = 1,25.
és r = 3.

Ha t-vel jeloljiik, hogy a 12 tehén hdny napig tud legelni a harmadik réten, akkor arra fel-
frhat6 az aldbbi egyenlet:
6-(3+1,25t) =12t

Ebbdl ¢t = 4.
Vagyis 4 napig tud a legnagyobb réten 12 tehén legelni.

5. Az ABC egyenlGszard haromszog AB szdra a haromszog koré irt korének O kozép-
pontjtdl V19 egység tavolsdgra van, a koré irt kor sugara 10 egység. A BC' alap felezd-
merGlegese a koriilirt kort az F' pontban metszi, az AB szar felezGmerGlegese és a koriilirt
kor metszéspontjai a D és E pontok (D a révidebbik AB iven helyezkedik el). Az E-re il-
leszked6é BC'-vel parhuzamos egyenes a DI szakaszt a H pontban metszi. Mennyi az AHFE
haromszog teriilete?

Megoldas.

Az ADFFE négyszog téglalap, mert atléi egyenls
hossziak, és felezik egymadst (vagy mivel a Thalész-
tételt minden csicsdra és szemkozti atljara, mint
atmér6re alkalmazhatjuk).

Az AHFE héaromszog teriilete ugyanakkora, mint
az ADFE haromszog teriilete, ugyanis az AE alap-
juk azonos és az AF parhuzamos a D F-fel. Igy eh-
hez az oldalhoz tartozé magassaguk egyenld.

Jeloljik az AB szar felezéspontjat T-vel. Az ADE
teriilete kétszerese az ADO teriiletének, mert AT
magassaguk egybeesik, és DO és OFE egyenld
hosszud, mivel mindketté sugara a kornek.

Tehat
AT -OD

Tapne =2Tapo =2 >

Az ATO haromszog derékszogil, mert a T felezéspont talppontja az AB oldal felez6merd-
legesének. A Pithagorasz-tételt felirva az AT'O haromszogre:

AT = /100 — (V19)* = 9.

Tagr =2Tapo =9-10=90.

Tehat

(1 pont)
(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

(2 pont)

(1 pont)
(1 pont)

(10 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)



Kezdok 1. kategoria, 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Hény olyan p > ¢ > 0 szdmpér van, amelynek tagjai primszdmok, és p* — ¢*-nek 8-nal
kevesebb pozitiv osztéja van?

2. Andris és Bence a kovetkezd jatékot jatsszdk: feldobnak egy pénzérmét, és ha a dobds
eredménye fej, akkor Andris, ha pedig irds, akkor Bence kap 1 pontot. A jatékot az nyeri
meg, aki legaldbb 5 pontot szerez, legaldbb 2 pont kiilonbséggel. A jatékot végiil Andris
nyerte meg 12 : 10-re.

Hany kiilonb6z6 dobdssorozat vezethetett ehhez az eredményhez?

3. Egy hdaromszog AB oldala 10 cm. Az A csticsbdl kiindul6 silyvonal 9 cm, a B cstics-
hoz tartoz6 silyvonal pedig 12 cm hosszi. Igazoljuk, hogy az AC' oldal A-hoz ko6zelebbi
negyedel6 pontja v/ 13 cm-re van a hdromszog sulypontjitdl!

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hény olyan p > ¢ > 0 szdmpér van, amelynek tagjai primszdmok, és p* — ¢*-nek 8-nal
kevesebb pozitiv osztdja van?

Megoldds. p*—q¢* = (" — )P’ +¢*) = (p — Q) (p + ) P* + &)

Hap>q>0¢és p—q#1, akkor

1<p—q<p+q<p =@ <P+ <P +) <@+ +¢) <p'—q"

Igy felsoroltuk a p* — ¢* kifejezés 8 kiilonboz6 pozitiv osztéjat.

Tehat ahhoz, hogy 8-ndl kevesebb pozitiv osztét kapjunk, sziikséges feltétel, hogy p —q¢ =1
legyen. Ez egyetlen esetben lehetséges: ha p =3 és ¢ = 2.

Ekkor p* — ¢* = 65, aminek 4 pozitiv osztéja van. Ezek az (1,5,13,65) szamok. Tehdt a ka-
pott megoldds megfelels, és ez az egyetlen megolddsa a feladatnak.

2. Andris és Bence a kovetkezd jatékot jatsszdk: feldobnak egy pénzérmét, és ha a dobas
eredménye fej, akkor Andris, ha pedig irds, akkor Bence kap 1 pontot. A jatékot az nyeri
meg, aki legaldbb 5 pontot szerez, legalabb 2 pont kiilonbséggel. A jatékot végiil Andris
nyerte meg 12 : 10-re.

Hany kiilonbdz6 dobdssorozat vezethetett ehhez az eredményhez?



Megoldas. Mivel a jdatéknak kordbban nem lett vége, igy egyik jdatékos sem vezethetett
5:3-ra (vagy nagyobb mértékben) a jaték sordn, tehdt ki kellett alakulnia a 4 :4-es
allasnak.

8!
a1
féleképpen torténhetett. (Ez a részeredmény megkaphaté ismétléses permutacioval, kombi-
ndcidval, vagy akdr leszamléldssal is.)

Ez azt jelenti, hogy az els6 8 dobasbdl pontosan 4-4 lett fej, illetve iras, ez

4 : 4 utan senki sem nyert két egymast kovetd pontot 10 : 10-ig, azaz barki is nyert egyenld
4llds utan egy pontot, a kovetkezGt mindig a mésik nyerte meg, és azzal kiegyenlitett. Igy
4:4-t81 10: 10-ig Osszesen 2° = 64-féleképpen alakulhatott az eredmény. 10 : 10 utin
az utolsé két pontot Andris szerezte meg, és ezzel Osszességében a jatékot is megnyerte.

Igy 6sszesen 70 - 64 = 4480-féle dobassorozat vezethetett a 12 : 10-es végeredményhez.

3. Egy haromszog AB oldala 10 cm. Az A cstcsbdl kiindulé silyvonal 9 cm, a B cstcs-
hoz tartozé stlyvonal pedig 12 cm hosszi. Igazoljuk, hogy az AC oldal A-hoz kozelebbi
negyedel pontja v/13 cm-re van a hdromszog silypontjatol!

Megoldas.
o A héaromszog sulyvonalai harmadoljdk egymast, igy
AS =6cmés BS = 8 cm, tovabba SF, =3 cm és
SF, =4 cm.
Az ASB haromszodg oldalai 10 cm, 6 cm és 8 cm
hossziak, igy a Pitagorasz-tétel megforditdsdnak ér-
P P telmében a hiromszog S csicsandl derékszog ta-
b a

lalhatd, azaz a haromszog silyvonalai merdlege-
sek egymadsra. (Ugyanerre a megdllapitdsra jutha-
tunk, ha berajzoljuk az F,F; kozépvonalat, amely-
N nek hossza az AB oldal fele, azaz 5 cm. Ekkor
az F,SF, haromszog oldalai 5 cm, 3 cm és 4 cm
hosszisaguiak.)

A B

Tekintsiik az AF}, szakasz folé irt Thalész-kort, ennek kozéppontja az AC oldal A-hoz ko-
zelebbi negyedel$ pontja: N. Mivel ASF, sz6g derékszog, ezért a Thalész-tétel megfordi-
tasanak értelmében .S rajta van ezen a koron.

Az NS tavolsag igy éppen a kor sugaranak felel meg, igy ennek hossza az AF} szakasz
hosszanak fele.

Mivel az ASF;, haromszog derékszogl, igy a Pitagorasz-tétel segitségével kapjuk, hogy
AFy, =/ AS? + SF} = /6> + 42 = V52.

2 4-1 2v1

Innen NS =



Kezdok II. kategéria, 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Melyek azok a pozitiv természetes szamok, amelyek reciprokanak tizedes tort alakja vé-
ges, és a szdm kobének 7-szer annyi osztdja van, mint maganak a szdmnak?

2. Az ABCD négyzet belsejében egy P pontra teljesiil, hogy APB<t =90° és PA > PB.
Jeloljiik d-vel PA és PB szakasz hosszanak kiilonbségét, a négyzet kozéppontjat pedig
O-val! Fejezziik ki az OP tavolsagot d segitségével!

3. Egy szabdlyos haromszog oldalait felosztjuk 6-6 egyenl$ részre, és az osztopontokon
keresztiil az oldalakkal pirhuzamos szakaszok segitségével a haromszoget feldaraboljuk
36 egybevagd részre. Ezutdn a kis hdromszogek minden csticspontjdban elhelyeziink egy-egy
katicabogarat, amelyek elkezdenek mozogni a kiilénb6z6 éleken azonos sebességgel. Ami-
kor egy csomdpontba érnek, megvaltoztatjdk a haladdsi irdnyukat 60 vagy 120°-kal. Bizo-
nyitsuk be, hogy lesz olyan pillanat, amikor két katica ugyanabban a csicsban taldlkozik.
Igaz marad-e az 4llitds akkor is, ha kezdetben a hdromszog oldalait csak 5-5 egyenld részre
osztjuk fel?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Melyek azok a pozitiv természetes szamok, amelyek reciprokdnak tizedes tort alakja vé-
ges, és a szdm kobének 7-szer annyi osztdja van, mint maganak a szdmnak?

Megoldas. Jeloljiik a keresett szamot n-nel!

Mivel az — szdm tizedes tort alakja véges, ezért n = 2% - 5%, ahol ab € N.
n

dn)=(a+1)-(b+1), d»*)=Ba+1)-(3b+1),
ezért 7- (a+1)-(b+1)=Ba+1) - (3b+1).
Rendezés utan: ab —2a —2b—3 = 0.
Szorzatta alakitva: (a —2)-(b—2)=17.

Mivel a 7 prim, ezért a —2=1¢ésb—2=7 — a=3é b=09,
vagya—2=T7é b—-2=1—a=9é b=3.

Igy a keresett szamok: n = 2° - 5% = 15625000
vagy n =2’ -5 = 64000.
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2. Az ABCD négyzet belsejében egy P pontra teljesiil, hogy APB<t = 90° és PA > PB.
Jeloljik d-vel PA és PB szakasz hosszdnak kiilonbségét, a négyzet kozéppontjat pedig
O-val! Fejezziik ki az OP tavolsagot d segitségével!

L.a. megoldas.

D C Jeloljik a PAB szoget a-vall Ekkor a ABP
sz6g 90° — . Forgassuk el az ABP haromszoget
az O kozéppont koriill —90°-kal! A APB hiarom-
szog képe ekkor a DP’A hiromszog lesz.

A P’ pont rajta van az AP szakaszon, mert az AP’ D
0 hdaromszognek A-ndl 90° — o nagysdgu szdge van,

p és a két haromszog (APB és AP'D) két A-nal 1év6
szogének Osszege 90° (90° — a4+ a =90°). A P’

Q

d a PA szakasz belsé pontja, mert PA > PB = P'A.
Pl
0% —a A PP’ szakasz hossza a megadott d-vel egyenld,
o 20° —a mert AP’ = PB.
A B

A 90°-os forgatds miatt a POP’ hiromszog egyen-
16széard derékszogl haromszog.

d
Tehdt a POP’ hdromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan: OP = —

7

Lb. megoldas. Osszuk fel AP szakaszt A-t0l kezdve egy PB-vel egyenld hosszd és egy
d hossziliségu részre, a kapott osztépont legyen P’!

A APB hdromszog egybevigé az AP’ D haromszoggel, mert két-két oldaluk és a kdzbezart
szogiik azonos, vagyis: PB = P'A, AB = AD és a kozbezart sz6g 90° — cv.

Az APB héromszog O pont koriili —90°-os elforgatottja a D P’ A haromszdg (mert az AB
oldal képe az AD oldal).

Tehét a P pont O koriili —90°-os elforgatottja P’

A 90°-o0s forgatds miatt a POP’ hiaromszog egyenl6szard derékszogli hdromszog.

d
Tehdt a POP’ hdromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan: OP = —

7
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I1. megoldas.

D C A feladat feltételeibdl kovetkezik, hogy P rajta van
az AB atmér6 folé emelt Thalesz-koron, és annak
a (kisebbik) OB {vén taldlhat6. Vagyis a P pont ko-
zelebb van az AB és BC' oldalakhoz, mint O.

Legyen M az O-bol az AB-re és P-bol az AD-re

0 allitott merdleges egyenesek metszéspontja!
a/2—ml>rp Az OP tavolsagot az O PM haromsz6gbdl hataroz-
M a/2-p hatjuk meg.
ml \8 Jeloljik az APB haromszog P-bdl indulé magas-

sagat m-mel, talppontjat T-vel, a BT szakaszt pe-
dig p-vel! Ekkor az OPM haromszogben OM =
=a/2—m é MP =a/2 —p, ahol ,,a” a négyzet
oldalat jeloli.

A a T p B
Pitagorasz-tétel alapjan az OPM haromszogben:

OP?> = OM? + MP?,

o= (§-nf s (1]

A miiveleteket elvégezve:

CL2

OPZZE—am—ap—I—mszpz.

Végezziik el az aldbbi helyettesitéseket:

2= 4 (s+d)>

Az ABP haromszog teriiletének kétszeresét kétféleképpen felirva: am = s(s + d).

Az ABP haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan: a

Az ABP hiromszogben a befogététel alapjan: ap = s°.

A BTP hiromszogben a Pitagorasz-tételt felhaszndlva: m?* + p* = s°.

$2 + (s + d)?

pP? =
0 2

—s(s+d) — s> + 5%

A miiveletek elvégzése és az Osszevondsok utin:

»_ @ . _
OP” = 5 vagyis OP =

5l

3. Egy szabdlyos haromszog oldalait felosztjuk 6-6 egyenlS részre, €s az osztépontokon
keresztiil az oldalakkal parhuzamos szakaszok segitségével a haromszoget feldaraboljuk
36 egybevagé részre. Ezutan a kis haromszogek minden csticspontjdban elhelyeziink egy-egy
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katicabogarat, amelyek elkezdenek mozogni a kiilénb6z6 éleken azonos sebességgel. Ami-
kor egy csomdpontba érnek, megvaltoztatjdk a haladdsi irdnyukat 60 vagy 120°-kal. Bizo-
nyitsuk be, hogy lesz olyan pillanat, amikor két katica ugyanabban a csicsban taldlkozik.
Igaz marad-e az 4llitds akkor is, ha kezdetben a hdromszog oldalait csak 5-5 egyenld részre
osztjuk fel?

Megoldas. Rendeljiink a kis haromszogek csicspontjaihoz rendezett szamparokat az aldbbi
abra szerint.

(0;0)

(6;0) (6;1) (6:2) (6;3) (6;4) (6;5) (6:6)

Nevezziik kitiintetett csicsoknak azokat, amelyekhez a (0;0), (2;0), (2;2), (4;0), (4;2),
(4;4), (6;0), (6;2), (6;4), (6;6) szampdrok tartoznak. Egy szakasznyi haladds utdn, ha se-
melyik két katica sem taldlkozik, akkor a kitiintetett csicsokbdl induld 10 katica nem Kkitiin-
tetett csucsokba keriil, és 10 masik nem Kkitiintetett csticsbol indulé katica foglalja el a meg-
kiilonboztetett helyeket.

Még egy szakasznyi haladds utdn ez a 20 katica mindegyike nem Kkitiintetett csticsba fog
eljutni.

Mivel a nem megkiilonboztetett helyek szama csak 18, ezért a skatulya-elv alapjan biztosan
lesz két olyan bogdr, amelyik taldlkozik egymadssal.

Ha az eredeti haromszog oldalainak felosztasat 6-rdl 5-re csokkentjiik, akkor osszuk a csu-
csokat a rendezett szdmpdarok alapjdn az aldbbi csoportokba:

{(0;0), (1;0), (1; 1)},
{(2:0), (3;0), (3: 1)},
{(2;1),(3;2),(3;3),(2;2)},
{(4;0),(5;0), (5: 1)},
{(41),(5:2),(5:3), (4;2)},
{(4;3),(5:4),(5;5), (4;4)}

Ha minden katica a sajit csoportjdba tartozé pontok kozott mozog pozitiv forgdsirdny sze-
rint, akkor soha nem fog semelyik kettd taldlkozni.
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Kezdok III. kategoria, 2. (donto6) fordulé

Feladatok

1. Oldjuk meg a p® = 28 41 egyenletet, ahol «, 8 1-nél nagyobb egész szamok, p* pedig
egy primhatviny!

2. Az ABC egységoldali szabdlyos haromszog, melynek BC oldalara kifelé olyan BDC
egyenl@szard haromszoget szerkesztiink, amelyben DB = DC és BDC< = 120°. Az AB
és AC oldalakon olyan M és N pontokat jeloliink ki, melyekre M DN < = 60°. Hatdrozzuk
meg az AM N haromszog keriiletét.

3. Egy 2015 x 2016-o0s sakktdbla minden négyzetében egy-egy nemnegativ egész szam all
(az i-edik sor j-edik mezdjében 1€vS szdmot a; j jeloli). Ezutdn minden lépésben kivélasz-
tunk egy 2 x 2-es négyzetet, és az ebben szerepld négy szamhoz hozzaadunk egy tetszdlege-
sen megvalasztott (a négy mezd esetében azonos) k egész szamot gy, hogy a kapott szamok
ne legyenek negativak. Adjunk meg egy olyan egyenletet az a; ; (1= i <2015, 1= j £2016)
szdmokra, mint valtozékra, ami pontosan akkor teljesiil, ha véges sok 1épéssel elérhet6, hogy
a tablan szereplS Osszes szam nulldva valjon.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldjuk meg a p* = 27 + 1 egyenletet, ahol o, 8 1-nél nagyobb egész szdmok, p® pedig
egy primhatviny!

Megoldas. Ha « pdros, azaz o = 2k, akkor
2= (-1 + 1),

ahol a tényezO6k kiilonbsége 2, és a szorzat 2-hatvany.

Ez nem teljesiilhet masképpen, csak ha p* — 1 =2 és p* + 1 = 4, azaz p* = 3, igy p® =9,
vagyis p =3, a = 2.

Ha « pératlan, akkor
= (=1 "+ +p 1),

amely szorzat mdasodik tényez6jében egy pdratlan tagi Osszeg szerepel, melynek minden
tagja paratlan. fgy az az osszeg, amely osztGja a baloldalnak, csak az 1 lehet. Ez pedig nem
lehetséges.
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2. Az ABC egységoldald szabdlyos haromszog, melynek BC' oldalara kifelé olyan BDC
egyenlGszari haromszoget szerkesztiink, amelyben DB = DC és BDC< = 120°. Az AB
és AC oldalakon olyan M és N pontokat jeloliink ki, melyekre M DN < = 60°. Hatdrozzuk
meg az AM N hiaromszog keriiletét.

I. megoldas.

A A  BDC egyenloszardi haromszogben DBC< =
= DCB<« =30° igy DBLAB és DCLAC. Jelsljik
ki az AB oldal B-n tili meghosszabbitdsan azt a P
pontot, amelyre BP = CN.

M Ekkor DCNA = DBP/\, mivel két-két oldaluk és
az oldalak 4ltal kozbezart szog azonos. Az egybevago-
C  sdg alapjan DP = DN és PDB< = NDC«.

B
Ezt felhasznalva:
P D

PDN<=PDB<+ BDN« =
=CDN<+ BDN<« = BDC<« = 120°

és igy
PDM<=PDN<— MDN< = 120° — 60° = 60°.

A kapott eredmények alapjan PDM /A = N DM /\, mivel két-két oldaluk és az oldalak 4ltal
kozbezért szog azonos.

A két hdromszog egybeviagdsagit felhaszndlva:
MN =MP =MB+BP=MB+ NC.
gy

Kavna =AM + AN + MN = AM + MB + AN + NC = AB + AC =2

II. megoldas. Rajzoljuk meg a D kozépponti DB = DC sugart k kort! Mivel DBA< =
= DCA< =90° az AB és AC oldalegyenesek érintik k-t (a B, illetve C' pontokban).

Hizzuk meg az M pontbdl k mésik (AB-t6l kiilonbozd) érint6jét, ez érintse K-t a T' pont-
ban, és messe AC-t az N’ pontban!

Az M pontbdl a k-hoz hizott érinték érintési pontjai tehat B és T', ezek a D kozéppont-
bél az M-be hizott egyenesre szimmetrikusak, kovetkezésképp M BDT deltoid. Ugyanigy
N'CDT is deltoid.

A deltoidokban a szimmetria4tlok felezik a rajuk es6 szogeket, igy M DN'< = 60°, ezért
N=N"

Ismét a deltoidok szimmetridjat felhaszndlva MT=MB és NT=NC, tehat

AM+MN+NA=AM+MT+TN+NA=AM+MB+CN+NA=AB+CA=2.
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3. Egy 2015 x 2016-o0s sakktdbla minden négyzetében egy-egy nemnegativ egész szam 4ll
(az i-edik sor j-edik mezdjében 1€vS szdmot a; ; jeloli). Ezutdn minden lépésben kivélasz-
tunk egy 2 x 2-es négyzetet, és az ebben szerepld négy szamhoz hozzdadunk egy tetszdlege-
sen megvalasztott (a négy mezd esetében azonos) k egész szamot gy, hogy a kapott szamok
ne legyenek negativak. Adjunk meg egy olyan egyenletet az a; ; (1= i <2015, 1= j £2016)
szdmokra, mint valtozékra, ami pontosan akkor teljesiil, ha véges sok 1épéssel elérhetd, hogy
a tablan szerepl6 Osszes szdm nulldva valjon.

Megoldas. Vailasszunk ki egy tetszGleges sort (vagy oszlopot), és tekintsiik az ezen beliili
viltott elGjell Osszegét a szdmoknak: pl. az i-edik sor esetében ez az Osszeg a; 1 — a;» +
+a;3—...+...lesz. Azt dllitjuk, hogy a Iépések ennek ért€kén nem valtoztatnak. Ha a ki-
vélasztott 2 x 2-es négyzetnek egyetlen mezdje sem esik ebbe a sorba (vagy oszlopba), akkor
ez nyilvanvalé. Ellenkez$ esetben a 2 x 2-es négyzet az adott sorbdl (oszlopbdl) pontosan
két, szomszédos mezdt fog tartalmazni, igy a valtott elGjeld 6sszegben egy + és egy — elo-
jellel szerepld tag fog k-val ndni, igy a valtott eldjeld 6sszeg nem valtozik.

A végén minden szdmnak 0-nak kell lennie, igy ilyenkor mind a 2015+ 2016 = 4031 darab
véltott eldjelli 6sszeg 0. Ha egy kiindulasi helyzetbdl elérhetd a csupa-0 allapot, akkor mér
kezdetben is mind a 4031 el§jeles 0sszegnek 0-nak kell lennie. Ezt ugy is megfogalmazhat-
juk, hogy a 4031 darab eldjeles 0sszeg négyzetosszegének 0-nak kell lennie, hiszen valds
szamok négyzetének Osszege pontosan akkor 0, ha mindegyikiik 0. Ez a négyzetdsszeg te-
hét az a;; véltozok egy homogén mdsodfoki polinomja lesz, vagyis a sziikséges feltételként
kapott egyenlet:

(a171 —a1,2+a173 —...+...)2+(CL271 —a272+a273—...+...)2+...+
+ (a2015.1 — 20152 + 20153 — -+ .. )+ (a1 —azy +azg — ...+ .. )+
+ (a2 —aza+azs— ...+ ..) % 4.+ (a12016 — a2.2016 + a3.2016 — - - - 4+ -..)> = 0.

Egyel6re azt mutattuk meg, hogy ez a feltétel sziikséges ahhoz, hogy elérhetd legyen a
csupa-0-allapot, most beldtjuk, hogy elégséges is. Tegyiik fel tehat, hogy a viltott el§jeld
osszegek négyzetosszege 0, vagyis minden sorban és minden oszlopban 0 a véltott el§jelt
0sszeg. Fenti észrevételiink szerint ez akarhdny 1épés végrehajtdsa utdn is érvényben fog ma-
radni.

El6szor megmutatjuk, hogy a csupa-0-allapot elérhet6, ha megengedjiik, hogy esetleg negativ
szamokat is kapjunk a lépések soran. Kovessiik a kovetkezd eljarast. A bal fels6 2 x 2-es
négyzetben 1évé szamokhoz adjunk annyit, hogy a bal felsé elem 0-va valjon. Ezutdn az ettdl
1-gyel jobbra 1év 2 x 2-es négyzetben 1€v6khoz adjunk annyit, hogy az 1. sor 2. eleme is
0-va véljon, és igy tovabb, mindezt folytatjuk a jobb fels6 2 x 2-es négyzetig, aminél annyit
adunk a szdmokhoz, hogy az els6 sor utolsé el6tti, 2015-6dik szama is 0-va valjon. Mivel
az 1. sorban az elemek véltott elgjelli osszege ekkor is 0, ezért a legutolsd, 2016-ik elem is
kinullazédik ezaltal. Vagyis az 1. sort sikeriilt 0-va tenni.

Ezutdn ugyanigy folytatjuk a 2. sorral, és igy tovédbb, egészen a 2014. sorig minden elem
0-va valtoztathatd. Az utolsd, 2015. sorban ekkor 0-k lesznek, ugyanis az 0sszes oszlopban
0 kell legyen a valtott el6jeld 6sszeg. Ezzel megmutattuk, hogy az egyenlet teljesiilése esetén
minden kinullazhatd, 4m lehetséges, hogy kozben a tdbldzatban negativ szdmok is eléfordul-
tak.
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Ha ilyen nem volt, készen vagyunk, ha volt, akkor az eljards soran kapott negativ szamok
koziil a legkisebbnek legyen az abszolitértéke m. Mddositsuk az eljardst a kovetkezd mo-
don: miel6tt a fenti 1épéssorozatba belekezdenénk, adjunk minden 2 x 2-es négyzet mezdi-
hez m-et: igy minden mez&ben legaldbb m-mel nagyobb szdm fog szerepelni (a sarkokban
m-mel, a széls6, de nem sarokmezdékben 2m-mel, a tobbi mezében 4m-mel nagyobb). Ez-
utdn végrehajtjuk a 1épéseket, pontosan gy, ahogy akkor tettiik, amikor még nem figyeltiink
arra, hogy csak nemnegativ szamok keriiljenek a mez&kbe. Mivel az akkor kapott legkisebb
szdm —m volt, ezért most nem kapunk negativ értékeket. A végén pedig minden 2 x 2-es
négyzet mezdihez —me-et adunk, igy megkapjuk a csupa-0 allapotot. A végén végrehajtott
1épések sordn csak csokkennek az értékek, és a végén minden O lesz, igy negativ értékeket
ekkor sem 4llitunk el8. Ezzel allitdsunkat igazoltuk, valéban sziikséges és elégséges feltételt
kaptunk.

Haladok - I. kategoria, elso (iskolai) fordulo

Feladatok

1. Hany olyan 45-tel oszthaté abcba alaki 6tjegyli szdm van, ahol a, b és ¢ kiillonb6z6 szam-
jegyeket jelolnek?

2. Az y =2 0 félsiknak hdny olyan rdcspontja van, amelyeknek a koordinatdi kielégitik
az alabbi egyenlOséget?
z? 4 3y = 40.

(Récspont a koordinata-rendszer olyan pontja, melynek mindkét koordinataja egész szam.)

3. Hatdrozzuk meg azon a és b valdés szdmokat, amelyekre igaz, hogy a és b is gyoke
az x> + azx + b = 0 egyenletnek!

4. Két, egy sikban 1év6, egymast metszd kor kozéppontjainak tavolsdga 12 egység. Mindkét
kor sugardanak hossza egész szam. A metszéspontjukat 6sszekotd egyenes a kozéppontjaik
altal meghatdrozott szakaszt 1 : 2 ardnyban osztja.

Mekkordk a korok sugarai?
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5. Hény rendezett (x,y, z) valés szimhdrmas megolddsa van az aldbbi egyenletrendszernek:

z+y+z=11,
x? + 2y + 32% = 66.

Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Hany olyan 45-tel oszthaté abcba alaki 6tjegyd szam van, ahol a, b és c kiilonb6z6 szam-
jegyeket jelolnek?

Megoldas. A 45-tel valé oszthatésdghoz a szamnak oszthatdnak kell lennie 5-tel. Mivel a
nem lehet 0, a szdm csak 5-re végzddhet, azaz a = 5.

A szamnak oszthaténak kell lennie 9-cel, igy a szdmjegyek 6sszege, azaz 10+ 2b+- ¢ is oszt-
hat6é 9-cel. Mivel b és c kiilonbozd szamjegyek, igy 2b + ¢ lehetséges maximadlis értéke 26.
gy 10 + 2b + ¢ lehetséges értékei: 18, 27 és 36.

Ha 2b + ¢ = 8, akkor a lehetséges értékek:

4 3 2 1 0
c 0 2 4 6 8

(1 pont, de csak ha az Osszes lehetoség megvan.)
Ha 2b + ¢ = 17, akkor a lehetdségek:

b 8 7 6 5 nem lehet 4
a miatt
c 1 3 5 nem lehet 7 9
a miatt

s 22z

(1 pont az Osszes lehet6ség megtaldldsaért és 1 pont a 6;5 és 5;7 par kizdrdsaért.)
Ha 2b + ¢ = 26, akkor csak a b =9, ¢ = 8 lehet§ség lesz jo.
Osszesen tehdt 9 a feltételeknek megfelel szdm van.

z 22z

Az 0sszes eset indoklds nélkiili felsoroldsdért maximum 2 pont adhatd.

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont
1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az y 20 félsiknak hdny olyan rdcspontja van, amelyeknek a koordinatdi kielégitik
az alabbi egyenl6séget?
2% + 3y = 40.

(Récspont a koordindta-rendszer olyan pontja, melynek mindkét koordinitija egész szdm.)
Megoldas. A hozzéarendelési szabalyt atalakitva:
z? =40 — 3y,

r = 1++/40 — 3y.

18
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A gyokjel alatti kifejezésre:

Mivel y csak egész szdm lehet, igy: 0 < y < 13, vagyis 0 < 40 — 3y < 40.
Ugyanakkor 40 — 3y értéke négyzetszam (0; 1; 4; 9; 16; 25; 36) lehet.
A felsorolt esetek koziil ez a kovetkezdknél teljesiil (a O és 36 esetében y nem egész):

40—-3y =1, ekkor z =41 é y=13,
40 -3y =4, ekkor z =42 é y=12,
40 -3y =16, ekkor z =14 és y =328,
40 — 3y =25, ekkor x =45 és y=2>5.

A négy jo eset felismerése.
Annak felismerése, hogy mindegyik esetben x-re két megoldds adodik.

Tehat a grafikon 8 racsponton halad at:

A rdcspontok szamdnak megaddsa.

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Hatdarozzuk meg azon a és b valés szdmokat, amelyekre igaz, hogy a és b is gyoke
az z* + ax + b = 0 egyenletnek!

Megoldas. Mivel a €s b is megolddsa az egyenletnek, ezért helyettesitsiik be az egyenletbe
a-t:
a*+a*+b=0.
EbbSl b = —2a’. Most b-t behelyettesitve kapjuk, hogy b + ab+ b = 0.
Utébbiba behelyettesitve a b = —2a’-et: ( — 2a%)* — 24> — 2a® = 0 adédik.
2a%-et kiemelve kapjuk, hogy 2a? (2a2 —a— 1) =0.
Szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla.
gy megoldds, ha a = 0, b = 0, illetve ha 24> —a — 1 = 0.

Ha a és b is nulla, akkor a masodfokd egyenletiink az 2> = 0 alakot 6lti, melynek az a és
b valéban megoldasai.
1

A 2a® — a — 1 = 0 mdsodfoki egyenlet gyokei az a; = 1 és az ay = 5

Ha a = 1, akkor b = —2. Ezt visszahelyettesitve az egyenletiink x> + 2 — 2 = 0, amelynek
a =1 és b= —2 valéban a megoldasai.
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1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



1 1 1 1
Végiil ha a = —5 akkor b = —5 Ezt visszahelyettesitve az egyenletiink x> — T 5= 0

1
alakid lesz. Ennek az egyenletnek a gyokei az z; = ) és z, = 1. Ebben az esetben
a = b =z, tehdt megint csak igaz, hogy a és b is megoldasa az egyenletnek. 1 pont

Osszefoglalva a feladat megolddsai a kovetkezd (a;b) szampérok: (0;0), (1;—2) és

(%

Osszesen: 7 pont

4. Két, egy sikban 1év6, egymast metszd kor kozéppontjainak tavolsdga 12 egység. Mindkét
kor sugardnak hossza egész szam. A metszéspontjukat 6sszekotd egyenes a kdzéppontjaik
altal meghatarozott szakaszt 1 : 2 ardnyban osztja.

Mekkordk a korok sugarai?
Megoldas. Hasznéljuk a kovetkez$ dbra jeloléseit!
Helyes dbra haszndlhaté jelolésekkel. 1 pont

Jelolje r és R a korok sugardt, x a kdzéppontok tavol-
sagat, m pedig a metszéspontokat 0sszekotd szakasz

‘h felét!
1_; \ Nyilvanval6, hogy a metszéspontokat Osszekots sza-

-
kasz mer6leges a kozéppontokat Osszekotd szakaszra,
igy két derékszogli hdromszog keletkezik.

frjuk fel ezekre Pitagorasz tételét!
r?=a® + mz,
R* = (z —a)* +m>. 1 pont
Az egyenleteket kivonva egymasbol a kovetkezd Osszefiiggéshez jutunk:
R? — 1?2 = 22 — 2auz,
(R—7r)(R+71)=2x(x—2a).
Mivel: © = 12; a = 4; x — a = 8, behelyettesités utdn adddik:
(R—1)(R+r)=48. 1 pont
A 48-at két tényezdre bontva 6t eset adddik:

1-48, 2-24, 3-16, 4-12 és 6-8.

Az Ot eset felismerése. 1 pont
1-48 ekkor R =24,5 és r = 23,5 (a sugarak nem egészek),
2-24 ekkor R=13ésr =11,
3.16 ekkor R =9,5 és r = 6,5 (a sugarak nem egészek),
4-12 ekkor R =8 és r =4 (a korok érintik egymast),
6-8 ekkor R=7és r =1 (a korok nem metszik egymast).
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A megolddst nem jelentd esetek kizdrdsa magyardzattal. 2 pont
(Ha magyardzat nélkiil jelennek meg az esetek, illetve nem jelenik meg minden eset, akkor

ez a 2 pont bonthato.)

A feladat feltételeinek megfelel6 megoldds tehat: R =13 és » = 11.

A helyes megoldds megaddsa. 1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Hany rendezett (z,y, z) valés szamhdrmas megolddsa van az aldbbi egyenletrendszernek:

r+y+z=11I,
x? 4+ 27 + 32% = 66.

Megoldas. Az elsé egyenletbdl fejezziik ki z-t, majd helyettesitsiik be a masodik egyen-
letbe:

z=11—-z—y
x2+2y2+322:x2+2y2+3(11—:c—y)2:66, 1 pont
2+ 2y* + 3(121 + 2% + y* — 222 — 22y + 2zy) = 66,
42 4 5y% + 297 — 662 — 66y + 627y = 0. 1 pont
Tekintsiik ezt egy x-ben masodfokud y paraméteri egyenletnek. 1 pont
Rendezés utén:
@D 427 +6(y — 11)z + (5y* — 66y + 297) = 0.

Ha az eredeti egyenletrendszernek van valds megolddsa, akkor ennek a masodfoki egyen-
letnek is, ez utébbi pontosan akkor 4ll fenn, ha a diszkrimindns nemnegativ, azaz

D= (6(y —11))* —4-4- (54 — 66y +297) =0, 1 pont
D =36(y* — 22y + 121) — 16(5y* — 66y +297) =

=4 (9(y* — 22y + 121) — 4(5y” — 66y +297)) =

=4 (—11y* + 66y —99) = —44 - (y* — 6y +9) = —44 - (y —3)* 2 0.

Ez csak tdgy teljesiilhet, ha (y — 3)2 =0, azaz y = 3. 2 pont

Ezt (I)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy 42> — 48z + 144 = 0, aminek egyetlen megoldasa
az x = 6.

Mindezek felhaszndldsdval z = 11—z —y = 11 —6 —3 = 2, tehét egyetlen ilyen valds szdm-
hdrmas létezhet, a (6, 3,2). 1 pont

A megoldas kielégiti az egyenletrendszert.

Osszesen: 7 pont
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Haladok 1. kategoria, 2. fordulo

Feladatok

1. 2016-t61 kezdve csokkend sorrendben leirtuk egymads utdn a pozitiv egész szamokat, igy
megkaptuk a 201620152014...10987654321 szamot.

a) Hény jegyi ez a szdm?

b) Bizonyitsuk be, hogy a szdm oszthaté 3-mal!

2. Milyen a és b valds értékekre lesz a \/x + ay/x + b+ /z = 2016 egyenletnek végtelen
sok megolddsa a valés szamok halmazan?

3. A 100-n4l kisebb primszdmok koziil valasszunk ki 6tot ugy, hogy ezek szamjegyei kozott
az 1-t8l 9-ig terjedd szamjegyek mindegyike pontosan egyszer forduljon el6. Hanyfélekép-
pen lehetséges ez?

4. Az ABCD egységnyi oldali négyzetben a BC és C'D oldalak egy-egy belsé pontja P,
illetve Q. Az APCQ négyszogbe olyan kor irhaté, amelynek K kozéppontjara
KA : KC =5 teljesiil. Mekkora az APCQ négyszog teriilete?

(In memoriam Bartha Gdbor)

Megoldasok és javitasi itmutaté

1. 2016-t61 kezdve csokkend sorrendben leirtuk egymds utdn a pozitiv egész szdmokat, igy
megkaptuk a 201620152014...10987654321 szamot.

a) Hany jegyi ez a szdm?

b) Bizonyitsuk be, hogy a szdm oszthaté 3-mal!

Megoldas. a) Leirtunk 9 db 1 jegyd, 90 db 2 jegyd, 900 db 3 jegyl és 2016 — 999 =
= 1017 db 4 jegyl szamot.

Igy a felirt szim 9 + 180 + 2700 + 4068 = 6957 szdmjegybdl 4ll.

b) A 3-mal val6 oszthatdsdgot, illetve az esetleges maradékokat a szdmjegyek Osszege mu-
tatja meg. 3 egymds utdni szam koziill az egyik 0, a mésik 1, a harmadik 2 maradékot ad
3-mal osztva, és ugyanezt adjdk a szdmjegyeik Osszegei is.

Igy ha 3 egymdst kovetd szdmot egymds utdn lefrunk, a kapott szdm jegyeinek Osszege
3-mal osztva O+ 1 + 2 maradékdval egyezik meg, ami 0, azaz a szdm mindig oszthat6 lesz
3-mal.
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1 pont
1 pont

1 pont

2 pont



A feladatban kit(izott szdm szamjegyeit harmas csoportokba lehet tigy osztani, hogy min-
den csoportban a szdmjegyek Osszege 0 maradékot adjon, mivel 2016 oszthaté 3-mal. Igy
az Osszes szamjegy Osszege oszthaté 3-mal, azaz az eredeti szam is.

2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha a tanulé csupan 1-t8l 2016-ig 0sszeadja a szdmokat, és ennek az Osszegnek
nézi a hdrmas maradékat, de nem bizonyitja be, hogy a szdmok egymads utdn {rdsdval kapott
szdm hdrmas maradéka egyenld a szamok Osszegének hdarmas maradékdval, akkor a b) rész
5 pontjibdl két pontot kaphat.

2. Milyen a és b valds értékekre lesz a \/x + ay/x + b+ /z = 2016 egyenletnek végtelen
sok megolddsa a valés szdmok halmazin?

Megoldas. Atrendezve az egyenletet kapjuk, hogy

\/x +avz +b=2016 —\/z.

Mivel a bal oldalon nemnegativ szdm 4ll, ezért a jobb oldal is nemnegativ, igy = < 2016
A négyzetgydk értelmezhetSsége miatt z > 0. Tehdt 0 < 2 < 20167 esetén van megolddsa
az egyenletnek.

Négyzetre emelve kapjuk, hogy:

z 4+ av/z +b=2016>—2-2016 - /= + .

Rendezziik 4t /z-re:
(a+2-2016)y/z = 2016* — b.

Csak akkor kapunk végtelen sok megolddst, ha /x egyiitthatéja és a jobb oldal is nulla.
Ebben az esetben a = —2 - 2016 = —4032 és b = 2016> = 4064 256.

A kapott a és b értéket behelyettesitve ellendrizhetjiik a megoldasunkat, amennyiben fel-
tessziik, hogy 0 < z < 20162

\/x—2-2016\/§+20162—|—\/§: (2016—\/5)2+\F:|2016—\/§]+\F=
= 2016 — /= + /z = 2016.

Azaz minden 0 < 2 < 20167 valés = megolddsa az egyenletnek.

2 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. A 100-nal kisebb primszamok koziil valasszunk ki 6tot Ugy, hogy ezek szdmjegyei kozott
az 1-t6l 9-ig terjedd szdmjegyek mindegyike pontosan egyszer forduljon el6. Hanyfélekép-
pen lehetséges ez?
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Megoldas. Az 6t szimban szerepl$ szdmjegyek szama csak ugy lehet egyenld a rendelke-
zésre 4ll6 szamjegyek szdmdval, 9-cel, ha koztiik 4 két jegyl és 1 egyjegyli van.

A kétjegyliek utolsé szdmjegye nem lehet paros és nem lehet az 5-0s, tehat csak az 1, 3, 7,
9 szamok koziil keriilhet ki. Eszerint a négy kétjegyli szdm utolsé jegye — valamilyen sor-
rendben — éppen a fenti négy szdm, és emiatt ezek masutt nem szerepelhetnek. Az egyjegyt
primszamok koziil igy csak a 2 és az 5 johet szdba.

Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor a kivalasztott egyjegyli szam a 2, ekkor a négy
kétjegyti els6 jegye a 4, 5, 6, 8 koziil keriil ki; és a széba jovo primek a kovetkezdk (jegyeik
szerint elrendezve):

41| - | 61 | -
43 153 | - | 83
47 | — | 67| —
- 159 - 1|89

Azt kell meghatdroznunk, hényféleképpen valaszthatunk ki a fenti alakba rendezett sza-
mok koziil négyet gy, hogy mindegyik sorbdl és mindegyik oszlopbdl pontosan egyet va-
lasszunk.

Ha az elsd sorbdl a 41-et valasztjuk, akkor a harmadik sorb6l mar csak a 67-et valaszthatjuk,
és a masik két szdm valasztisara két lehetdségiink marad: az 53, 89 par és az 59, 83 par.
Ez eddig két eset. Ha az els6 sorbdl a 61-et vélasztjuk, a harmadik sorbdl csak a 47-et
valaszthatjuk, és a masik két szdm megvalasztasara ugyanaz a két lehetdségiink van, mint
az elébb. Itt tehat 4-féleképpen vélaszthatjuk meg a 4 kétjegyl szamot.

Ugyanennyi a lehetéségek szama, ha egyjegylinek a 5-6t vélasztjuk, hiszen a mdsik négy
szamra széba johetd szamok ugyanugy rendezheték, mint az elébb:

41| - | 61

43 123 | - | 83

47| - | 67 | -
- 129 - |89

(csak az el6bbi masodik oszlop helyére 1éptek a 2-essel kezd6d6 primek), és itt ugyanaz
a feladatunk, mint el6bb. Ebben az esetben is a 4 a megfelel6 védlasztdsok szdma.

Tehat Osszesen 8-féleképpen vilaszthatjuk ki a szdmokat.

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az ABC'D egységnyi oldali négyzetben a BC' és C'D oldalak egy-egy belsé pontja P,
illetve Q. Az APCQ négyszogbe olyan kor {irhaté, amelynek K kozéppontjara
KA : KC =5 teljesiil. Mekkora az APC'Q) négyszog teriilete?

(In memoriam Bartha Gdbor)
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Megoldas.
D QE C Haszndljuk az dbra jeloléseit!

r Mivel a kor érinti a négyzet oldalait, ezért kozéppontja
rajta van az AC' atlon, és a tengelyes szimmetria miatt
P a keletkezd négyszog deltoid.

ACD és KCFE hasonlé haromszogekbdl:
r KC 1 1

v AD _AC 6 ~ "T&

Mivel az érint6 merSleges a sugdrra, ezért APK,
PCK, CQK, QAK hiaromszogek magassaga a beirt
kor sugara.

A B

Felirjuk a négyszog teriiletét a haromszogek teriiletének Osszegeként:

T =—-2yr+2xr), ebbdl r=

| =

m—i—y'

Pitagorasz tétele alapjdn a deltoid 4tléi: QP = v/2 - z; AC = V2.
Igy a deltoid teriilete:

1
Tzi-ﬁ-x-\@:x.

y=A/124+ (1 -2 =2 -2z +2.

fgy a sugdrra felirt képlet alapjan:

Pitagorasz tételébdl:

1 T

g_av—i—\/:chTw—i—Z7
x+\/m=6x,
\/m=5:1:,
x? —2x + 2 = 2527,
2422 421 —2 =0,
1 1

TI=—7%; T2= .

3 4

A negativ gyok nem tekinthet6 helyes megolddsnak, mivel x egy szakasz hossza, de a ma-
sodik gyok kielégiti az eredeti egyenletet.

1
Tehat a négyszog teriilete 1 teriiletegység.

1 pont

1 pont”

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

* Ez a pont jar akkor is, ha a vizsgdzo a fiiggvénytabldzatban taldlhaté képletre hivatkozik.
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Haladok I. kategoria, 3. (dont6) fordulé

Feladatok

1. Két, nem metsz6 kor kozéppontjaibél érintéket hizunk a masik korhoz (lasd édbra).
P, Q és R, S azok a pontok, ahol ezek az érint6k metszik a koroket. Bizonyitsuk be, hogy
PQ = RS.

2. Egy hatjegy(li szdm szdmjegyeinek szorzata 190 512.
a) Hény ilyen szdm van?

b) Melyek ezek koziil a négyzetszamok?

3. 2016 db pozitiv szam mindegyike a tovabbi 2015 négyzetdsszegével egyenls. Mekkora
lehet a legkisebb szam értéke?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Két, nem metszé kor kozéppontjaibdl érintdket hizunk a masik korhoz (lasd 4dbra).
P, Q és R, S azok a pontok, ahol ezek az érint6k metszik a koroket. Bizonyitsuk be, hogy
PQ =RS.



Megoldas. Haszndljuk az aldbbi dbra jeloléseit.

Legyen T' és Z rendre az O és O, szakasz P(Q)-val és RS-sel vett metszéspontja. PT'O; ha-
romsz0g hasonld az O, F O haromszoghoz, mert PO, T szogiik megegyezik, és PTO;<1 =
= 0, F101< =90°. 2 pont
Ezért felirhat6, hogy
PT  F0,
PO, 0,02

PO, =1 és F10, = ry jelolést bevezetve

rr;

PT = . 1 t
0,05 pon
Hasonléan a ZS0O; haromszog hasonlé az E,0;0, hiromszoghdz, mivel Z0,S szogiik
megegyezik, és SZ0,< = O, E,0,< = 90°«. 2 pont
Ezért felirhatd, hogy
ZS OB
SO, 0,05
A fenti jeloléssel ZS értéke:
ZS = rar 1 pont
0,05 P
Azaz PT = Z8S.
Mivel az O;0, szimmetriatengely felezi a PQ) és RS szakaszokat, ezért PQ) =2 - PT és
RS =2-28.1gy PQ = RS. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Egy hatjegyli szdm szdmjegyeinek szorzata 190 512.
a) Hany ilyen szdm van?

b) Melyek ezek koziil a négyzetszamok?

Megoldas. A szorzat primtényezGs felbontdsa: 190512 = 2% . 3% .72,
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A felbontasbdl kovetkezik, hogy a keresett szamban kell lenni két darab 7-es szdmjegynek,
mert a 7 utdn kovetkezd, héttel oszthaté szdm a 14, ami mar nem lehet szdmjegy. Ekkor
a maradék négy szamjegy szorzatinak primtényezGs felbontdsa: 2* - 3°.

A maradék négy szadmjegy koziil legaldbb egynek 9-esnek kell lenni, mert ha mindegyik
csak hdarommal oszthatd, de kilenccel nem, akkor a szorzatuk primtényez8s felbontdsaban
a harom, legfeljebb a negyedik kitevén szerepelhetne.

Ekkor a maradék hdrom szdmjegy szorzatdnak primtényezds felbontdsa: 2* - 3°. Ez csak tigy
lehetséges, ha az egyik szdmjegy djra a kilenc, vagy mindharom szadmjegy oszthaté harom-
mal. De ekkor a 2* primtényezd miatt mindhdromnak hatosnak kellene lenni, hiszen a 12
mar nem szdmjegy, ekkor viszont a szorzatban a kett6 csak a harmadik hatvdnyon lenne.
Ebbdl kovetkezben még egy kilences szamjegy van.

Ekkor a maradék két szdmjegy szorzatinak primtényezds felbontdsa: 2% - 3. Ez csak tgy
lehetséges, ha az egyik szdmjegy oszthaté hdrommal, de kilenccel nem, igy ez csak hat
lehet.

Tehat a szdm szdmjegyei: 6, 7, 7, 8, 9, 9

2!.2!
Felirva a szamjegyekbdl képezhetd legnagyobb és legkisebb szdmot:

Az ismétléses permutidciok szdmanak képlete szerint: = 180 darab ilyen szdm van.

677899 < N = n? < 998776.

Ebbsl
824 <n <999 (824%> = 678976 és 9997 = 998 001).

Mivel N négyzetszam, ezért csak 6-ra, vagy 9-re végzddhet, igy n 4-re, 6-ra, 3-ra, vagy
7-re végzbdhet. Nézziik meg, mi lehet NV utolsé két szdmjegye, n utolsé két szdmjegyétdl
fliggben:

n 0414124 3414454647489 |94|06|16|26|36|46|56|66|76|86| 96
N|16|96|76|56|36[16|96|76|56|36|36|56|76|96|16|36|56|76|96| 16

n |03]13 |23 3343|5363 |73(83(93|07 17|27 (37|47 |57|67|77|87|97
N{09]|69|29 89 (4909692989 |49(49|89(29|69|09|49[89|29|69 |09

A megjeldlt lehetdségek alapjan n lehetséges értékei:

824, 826, 833, 836, 837, 863, 864, 867, 874, 876, 883, 886, 887,
924, 926, 933, 936, 937, 963, 964, 967, 974, 976, 983, 986, 987.

Az N szam szdmjegyeinek Osszege 46, ami 9-cel osztva egyet ad maradékul, ezért n 9-cel
osztva 1-et, vagy 8-at ad maradékul.

Ennek alapjan a kovetkezd lehet6ségek maradnak:

836, 863, 883, 926, 937, 964.

Ezek négyzete 698 8§96, 744769, 779 689, 857476, 877969, 929 296.
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1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Tehét a lehetséges megolddsok: 779 689 = 8832 és 877969 = 937°.

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. 2016 db pozitiv szdm mindegyike a tovdbbi 2015 négyzetdsszegével egyenld. Mekkora
lehet a legkisebb szam értéke?

1. megoldas. Jeldlje a 2016 db szamot ay,as, ..., axis- frjuk fel a feltételt az elsé két
szdmra: a; = a3 + a3 + ...+ axe 65 ay = aj +a3 + ...+ a3y Ezeket egymasbdl ki-

vonva

2 2 2 2 2 2 2 2

adddik. A jobb oldalt szorzattd alakitva azt kapjuk, hogy a1 — ap, = (az — a1)(az + ay). 2 pont
Ha a; # a; lenne, akkor végigoszthatjuk az egyenletet a; — a;-gyel, ekkor —1 = a, + a-et
kapunk, ami lehetetlen, hisz a; és a, pozitiv szdmok. 2 pont
Tehét a; = ap. Ugyanezt a gondolatmenetet végigkovetve a 2016 szam koziil barmely kettSre
kideriil, hogy a feladat feltétele csak Ugy teljesiilhet, ha a; = ap = a3 = ... = ayoe. 1 pont
Ekkor tetszbleges 1 <4 < 2016-ra fennéll az a; = 201547 egyenldség. 1 pont
1
Mivel a; # 0, ezért mind a 2016 szam, igy a legkisebb értéke is 2015 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Jelolje a 2016 db szdmot ay, ay, . . ., axe, €zek négyzetdsszegét pedig A.
Ekkor a feladat feltétele szerint

ay = A—a},

ay = A— a3,

— A 2

a2016 = 41 — App16s
vagyis minden 1 <4 <2016 esetén a; = A — a, azaz a} + a; = A. 2 pont
Tekintsiik az f(x) = 2+« fiiggvényt, ezzel az el6z6 2016 db egyenlet f(a;) = a? +a; = A
alakba irhaté. 1 pont
Mivel azonban az f(x) fiiggvény az = € ]0; oo] intervallumon szigordan monoton névekvd,
ezért az f(x) = 2> + = = A egyenletnek ezen a halmazon csak egy megolddsa lehet, ezzel
az értékkel kell egyenldnek lennie minden a;-nek, tehdt a; = ap = a3 = ... = ayoe. 2 pont
Ekkor tetszoleges 1 < i < 2016-ra fenndll az a; = 201547 egyenlSség. 1 pont

1

Mivel a; # 0, ezért mind a 2016 szam, igy a legkisebb értéke is 015" 1 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok - II. kategoria, elso (iskolai) fordulo

Feladatok

1. Naoki Inaba japdn matematikus rejtvényeiben bizonyos tégla- 4
lapok teriiletét és néhany szakasz hosszat ismerjiik, és ez alapjan 78
kell egy madsik teriiletet vagy tdvolsidgot meghatdroznunk. A ké-
pen lathat6 fejtor6ben a ?-lel jelolt teriiletet kell kiszamolnunk.
(Vigydzzunk, az dbra nem ardnyos!) 9

50

65

2. Hatdrozzuk meg azokat a p valds szamokat, amelyekre az z°

két olyan valds gyoke, amelyek kiilonbsége 1!

— a4+ p = 0 egyenletnek van

3. A 2025-re igaz, hogy 2025 = (20 + 25)*. Van-e még ilyen négyjegy(i szam?

4. Egy négy egység sugard negyedkorbe félkoroket {rtunk az dbran lathatd
médon. A két kisebb félkor sugara egyenlS. Ezutdn megrajzoltuk azt a kort,
ami mindharom félkort érinti. Mekkora ennek a kornek a sugara?

5. Adjuk meg az 9sszes olyan pozitiv primekbdl 4ll6 (p, g, ) szdmhdrmast, ahol
a) q # r, valamint

b) p? + p" négyzetszdm.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Naoki Inaba japdn matematikus rejtvényeiben bizonyos tégla- 4
lapok teriiletét és néhdny szakasz hosszat ismerjiik, és ez alapjan 78
kell egy madsik teriiletet vagy tdvolsidgot meghatdroznunk. A ké-
pen lathat6 fejtor6ben a ?-lel jelolt teriiletet kell kiszamolnunk.
(Vigydzzunk, az dbra nem ardnyos!) 9

50

65
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Megoldas.

a 13 Egészitsiik ki az dbrat egy nagy téglalappd, és szamoljuk ki a 78
4 és 65 egység teriiletd téglalap vizszintes oldaldnak hosszit. 3 pont
8 6 Mivel a téglalap szemkozti oldalai egyenlSk, ezért a + 13 =
d<| 50 =c+13é6+b+3=5+d+4, vagyisa=césb=d. 2 pont
b Az 50 egység teriiletli téglalapbdl ad = 50, tehat bc = da = 50
? is igaz. A keresett teriilet 50 egység. 2 pont
> 65 |
It 3
13 c
Osszesen: 7 pont
2. Hatdrozzuk meg azokat a p valés szdmokat, amelyekre az 2° — 2 +p = 0 egyenletnek van
két olyan valds gyoke, amelyek kiilonbsége 1!
Megoldas. Legyen a két gyok c és ¢+ 1. Ha ezeket az egyenletbe behelyettesitjiik, teljesiil,
hogy & —c+p=06s (c+ 1) —(c+1)+p=0. 1 pont
A masodik egyenletb6l vonjuk ki az els6t, kdzben végezziikk el a kobre emelést, igy
a 3¢ 4 3¢ = 0 egyenlethez jutunk. 2 pont
Ennek megolddsai: ¢; = —1 és ¢, = 0. 1 pont
Ezeket az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve mindkét esetben a p = 0 értékeket kapjuk. 1 pont
Az 2° —x = 0 egyenlet gyokei —1, 0 és 1, tehat valéban van két olyan valds gyoke, amelyek
kiilonbsége 1, ezért p = 0 j6 megoldas. 2 pont

Megjegyzések

1. Az ellen6rzés mas moddja is elfogadhatd, de az ellendrzés igényének és mddszerének
egyértelmiien meg kell jelennie.

2. Ha a versenyzd a p = 0 megoldast csak észreveszi, majd bizonyitja, hogy jo, legfeljebb
2 pontot kaphat.

Osszesen: 7 pont

3. A 2025-re igaz, hogy 2025 = (20 + 25)%. Van-e még ilyen négyjegy(i szdm?
Megoldas. Keressiik azokat a négyjegyfi szamokat, melyekre igaz, hogy abcd = (ab + a)z.
Legyen:

x = ab = 10a + b,
y=cd = 10c+ d.

1 pont



Ezekkel a jelolésekkel:
abed = 100z + v,
(@b +cd)’ = (z +y)*
A Kkeresett szdmra vonatkoz6 egyenlOséget felirva, majd atalakitva:

100z +y = (z + )%,

9z = (x4 y)* — (z +v),
Yz = (z+y)(z+y—1).

Vagyis két szomszédos egész szam szorzatdnak oszthatonak kell lennie 11-gyel és 9-cel tgy,
hogy az = kétjegyl szdm legyen.

Ez harom esetben teljesiil: 45 - 44, 55 - 54 és 99 - 98 esetében.

A tobbi esetben (10-11, 11-12, 21-22,22-23,32-33,33.34, 43-44, 55-56, 65-66, 6667,
7677, 7778, 87 - 88, 88 - 89) nem teljesiil a 9-cel valé oszthatésdg, a 99 - 100 utdn pedig
az x hdaromjegyd.

Tehat a keresett szamok:

2025 (45-44, ekkor x =20 és y=25),
3025 (55-54, ekkor z =30 és y=25),
9801 (99-98, ekkor x =98 és y=01).

Megjegyzés

Ha a versenyzé taldlgatdssal rélel az egyik megolddsra (példdaul 3025 = (30 + 25)2), de nem
torekszik arra, hogy minden lehetséges esetet megtaldljon, legfeljebb 2 pontot kaphat.

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

A megadott javitokulcs és a hozzaf(izott kiegészités kapcsdn tobb észrevétel érkezett.

Tobben kritizaltdk, hogy a feladat megfogalmazésa (,,Van-e még ilyen négyjegyli szdm?”)
nem preciz. A feladat kitlizésekor a bizottsdg tigy gondolta, hogy ez a pontatlansig meg-
engedhet, mert igy természetesebb a kérdés, és nem tilinik életszerlinek, hogy valaki az
abed = (ab + cd)” helyett mondjuk az abed = (ab + cd)” feladattal prébalkozna. Szintén
tobben nehezményezték, hogy nem volt direkt kimondva az az igény, miszerint az Osszes
ilyen szdm megtaldldsa jelenti a teljes értéki megolddst. Itt is arra alapozott a bizottsag,
hogy a versenyzOk szamadra ez természetes lesz, a versenyek hagyomanya kell6 eligazitast
nytjt az értelmezéshez.

Az észrevételt tevd kollégdk ugy itélték meg, hogy az eredetileg megadott pontozds nem
lenne igazsdgos, mert a megolddk teljes johiszemiiséggel gondolhattik azt, hogy ha rataldltak
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egy a mintanak megfeleld négyjegyli szamra, akkor bizonyitottdk, hogy a feltett kérdésre
»igen” a vélasz, ezért nem indokolhaté a pontveszteség. Ugyanakkor az is elvarhatd, hogy
az Osszes megfeleld négyjegyli szamot el6allité megoldas tobbet érjen, mint az, amely csak
egy j6 példat mutat.

A fentiek alapjdn a 3. feladat pontozdsa az aldbbiak szerint médosul:

e Akik akar levezetéssel, akar prébalgatassal rataldltak egy j6 négyjegyd szdmra, és meg-
mutattdk, hogy a szdm valéban megfelel a mintdnak, megkaphatjak a maximalis pont-
szamot a feladatra.

e Azok a versenyzOk pedig, akik megkeresték — az dtmutatd szerint, vagy mds gondolat-
menet alapjan — az 6sszes j6 szamot, és bizonyitottak, hogy listajuk teljes, a maximalis
hét pont mellet kapjak meg az altalanositasért jaro tovabbi harom pontot is.

4. Egy négy egység sugard negyedkorbe félkoroket frtunk az dbran lathatd
médon. A két kisebb félkor sugara egyenlS. Ezutdn megrajzoltuk azt a kort,
ami mindhdrom félkort érinti. Mekkora ennek a kornek a sugara?

Megoldas.

A nagyobb félkor sugarit jelolje x. A kozéppontok
x Osszekotésével derékszogli haromszoget kapunk.

Felirva a Pitagorasz-tételt (4 —z)* 4+ 12 = (1 4+ 2)?,
ahonnan 16 — 8z = 2z, tehat x = 1,6.

A kis kor kézéppontja legyen m tdvol az alsé sugar-
tol, és a kis kor sugara legyen y.
A kis kor kozéppontjdban taldlkozé derékszogli ha-

24 1.6 romszogekbdl:
i —m 4

(24 —m)*+2° = (1,6 +v)°,

| m?+ 12 = (1 +y)*.

Kivondssal 2,4> —4,8m+3 = 1,6 — 1 + 1,2y, ahonnan 7,2 = 4,8m+ 1,2y, majd 6 = y+4m
adédik. A madasodik egyenletbe visszahelyettesitve az y = 6 —4m Kkifejezést kapjuk
56 £16

a 15m?* — 56m + 48 = 0 egyenletet, amelynek gyokei Mg = "o

, vagyis m; = 2,4 és

SRR

myp =
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A két gyok koziil csak a kisebbik lehet jo, mert a kis kor kozéppontja ,,lejjebb” van, mint
a nagy félkoré.

4 2 2
Ha m = 3 akkor y = 6 —4m = 3 A kis kor sugara 3 egység.

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Adjuk meg az §sszes olyan pozitiv primekbdl 4ll6 (p, g, ) szdmhdrmast, ahol
a) q # r, valamint

b) p? + p" négyzetszam.

Megoldas. Legyen az altalanossdg megszoritdsa nélkiil ¢ < r.

(Természetesen, ha megkapunk igy egy (p, q,r) j6 szimharmast, akkor (p,r,q) is megoldds
lesz.)

Ekkor kiemelve pi-t: p? + p" = p?(1 + p"~9) = n? valamely egész n-re.

A p%-nak csak p a primosztéja, de 1+ p"~? p-vel osztva 1 maradékot ad, emiatt p?, illetve
1+ p" 7 relativ primek.
De mivel n? primfelbontdsdban a primhatvényosztdk péros kitevGvel szerepelnek, ezért g is
péros, vagyis (mivel ¢ prim is) — ¢ = 2.
2
) _ _ _ n
Vagyis n? = p?(14p" %) = p2(1 +p" 2). Ezt osztva p*-tel — 1 +p" 2 = — = m? vala-
p
mely egész m-re.
Innen mindkét oldalbdl 1-t elvéve, €s szorzatta alakitva:

P r=m?—1=(m+1)(m—1).

Innen két eset lehetséges: vagy p | m — 1, vagy 1 =m — 1.

Ha 1 =m — 1, akkor 2 = m, és innen (m + 1)(m — 1) =3 = 3! = p" 2. Ekkor p = 3, és
r = 3. Vagyis ekkor a lehetséges szamharmasok: (3;2;3) és (3;3;2).

Ha pedig p | m — 1, akkor p | m+ 1 miatt p | (m+1) — (m —1) = 2 is teljesiil. Vagyis ekkor
p=2.

Mivel ekkor m — 1, és m 4+ 1 olyan kettShatvanyok (hisz 2"~% = (m + 1)(m — 1)), melyek
kiilonbsége 2, emiatt m — 1 = 2, és m + 1 = 4 lehet csak.

Vagyis 2" =2.4 =8 =2% Innen r = 5.

Vagyis ekkor a lehetséges szamharmasok: (2;2;5) és (2;5;2).

Osszefoglalva: 4 darab rendezett szimhdrmas felel meg a feltételeknek: (3;2;3); (3;3;2);
(2;2;5) és (2;5;2).

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok I1. kategéria, 2. fordulé

Feladatok

1. Tegyiik fel, hogy p és q pozitiv egészek, tovabba p > ¢. Bizonyitsuk be, hogy az 1 + V2

P, Ptgq
a=-¢ésa
q pP—q

kozé esik.

2. Két, egymadst nem tartalmazo, k6zos ponttal nem rendelkezd kor kozos szimmetriatengelye
a koroket rendre az A, B, C, D pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy a kozos kiilsd
illetve bels6 érintészakaszok felirhatok két-két olyan szakasz mértani kozepeként, amelyek
végpontjai az A, B, C, D pontok koziil valok!

3. Egy halmaz elemei olyan pozitiv egész szamok, amelyek oszthatéak az 5, 11, 23, 31
primszdmok mindegyikével, de mas primszdmokkal nem. A halmaz barmely két elemének
a szorzata nem négyzetszdm. Mennyi az ilyen halmazok elemszdmdnak maximuma?

4. Oldjuk meg a valds szamok korében a kovetkezd egyenletet:

Vi — 1242y — 22+ ... 42016 :1;20]6—20162:x1+$2+2'"+“72016.

Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Tegyiik fel, hogy p és q pozitiv egészek, tovabba p > ¢. Bizonyitsuk be, hogy az 1 + V2

P, Ptq
a—-¢ésa
q p—q

kozé esik.

) p p+q S+l 41 .
Megoldas. Legyen — = r. Ekkor =3 = , ahol  1-nél nagyobb raciondlis

q p—q 4—1 r=1
szam. 2 pont

Tovabbi atalakitasokkal

r+1 r—142 2
r=(r J+1 & r—1 r—1 +r—1
Tehét elegendd beldtni, hogy az 1 ++v2 az 1+ (r —1) és az 1 + ] koz¢é esik. 2 pont
r—
Ez pontosan akkor igaz, ha a V2azr—16ésa I kozé esik. 1 pont
r—
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Ez pedig igaz, mert az r — 1 és a pozitiv szdmok mértani kozepe pontosan V2, és

r—1
két szdm mértani kdzepe nyilvan a két szam kozott van. Az is teljesiil, hogy r — 1 # 1
r —
mert 7 — 1 racionlis, V2 pedig irraciondlis. 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Két, egymadst nem tartalmazo, k6zos ponttal nem rendelkezd kor kozos szimmetriatengelye
a koroket rendre az A, B, C, D pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy a k6zos kiilsd
illetve bels6 érintészakaszok felirhatok két-két olyan szakasz mértani kozepeként, amelyek
végpontjai az A, B, C', D pontok koziil valok!

Megoldas. Hasznaljuk az édbra jeloléseit! A kiils6 érintészakasz x := E'F', a bels6 érint6-
szakasz y := GH, a korok tdvolsaga d := BC, a nagyobb kor sugara R, a kisebb kor su-
gara 7. (A leirt szdmoldsok R = r esetben is miikddnek, ilyenkor az egyik Pitagorasz-tétel
trivialitassd egyszertisodik.)

A feladat feltételeit helyesen feltiintetd 4bra. 1 pont

Mivel az érint6 merbleges a sugarra, K| F szakasz parhuzamos K, F' szakasszal. Legyen
K, 7 pérhuzamos EF-fel, igy K,Z = x és K1Z = R — r. Mivel K| ZK,< =90°, 1 pont
ezért Pitagorasz tétele alapjan:

> =(R+d+r)*—(R—7r)=d*+2dR+2dr + 4Rr = d(d + 2R) + 2r(d 4+ 2R) =

= (d+2R)(d+ 2r). 1 pont
Tehat

x=VAC-BD. 1 pont

Hasonl6 médon: K I =y, KboI = R+ 1 és K| ITK,<t = 90°. 1 pont

Pitagorasz tétele alapjan:

v =(R+d+7r)? — (R+7r)*=d*+2dR+2dr = d(d + 2R + 2r). 1 pont
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Tehat
y=vBC-AD.

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy halmaz elemei olyan pozitiv egész szamok, amelyek oszthatéak az 5, 11, 23, 31
primszamok mindegyikével, de mas primszdmokkal nem. A halmaz barmely két elemének
a szorzata nem négyzetszdm. Mennyi az ilyen halmazok elemszdmdnak maximuma?

Megoldas. Vegyiik a halmaz minden elemének primtényezGs felbontdsat. Két elem szorzata
akkor lesz négyzetszam, ha a szorzatban minden kitev$ paros.

Péaros szdmot két paros vagy két paratlan 6sszegeként kaphatunk.

Ezért ha két elemben mind a négy kitevonek megegyezik a paritdsa, akkor a szorzat négy-
zetszam.

Ha két elem esetén legaldbb egy kitevOnek mds a paritdsa, akkor a szorzat nem négyzetszdm.

Ezért minden elemben a kitevoknél kétféleképpen donthetiink, lehet paros vagy pératlan.

Ezért az ilyen halmazok elemszdmanak maximuma 2* = 16.

1 pont
1 pont

2 pont
1 pont
1 pont
1 pont

Osszesen:

4. Oldjuk meg a valdés szamok korében a kovetkezd egyenletet:

Var - P42V — 24 4 2016y s — 20167 = LT T2 T 2016

2

Megoldas. Tekintsiik az egyenlet bal oldalan all6 kifejezés k. tagjat:

kv xp — k? = \/kz(a:k —kz).

Az egyenlOség jobb oldala a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlbtlenség alapjan ki-
T o €T o

sebb vagy egyenld, mint — Y =5

egyenlSség pontosan akkor 4ll fent, ha xj, = 2k

(A felirt becslések akkor is igazak maradnak, ha valamelyik k-ra x;, = k*. Ilyenkor a gyokos

kifejezés értéke 0, % pedig pozitiv.)

Ha osszeadjuk a tagokat k = 1-t8l 2016-ig, azt kapjuk, hogy egyenldség csak akkor lehet,

ha 71 =2, 7, =8, 23 = 18, ..., 2916 = 2 - 20167

Ezek a szamok valéban kielégitik az egyenletet.

7 pont

1 pont

2 pont
1 pont

2 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

37



Haladok II. kategoria, 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Az ABC hdromszogben BAC'< = 60°, ACB< = 100° és AB =4 cm. Tudjuk még,
hogy a BC oldal felez6pontja F', tovdbba D az AB oldal olyan pontja, amelyre BF D<( =
= 80°. Bizonyitsuk be, hogy Tapc +2-Terp = V24 cm?, ahol Txyz az XY Z haromszog
teriiletét jeloli.

2. Adjuk meg azt a négy valés szdmot, melyekre igaz, hogy barmelyikhez hozzdadva a masik
harom szorzatat, eredményiil mindig 10-et kapunk!

3. Hany olyan 1-nél nagyobb egész szam van, amelyet barmely ndla kisebb pozitiv egész
szdmmal osztva véges tizedestortet (vagy egész szamot) kapunk eredményiil?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABC hiromszégben BAC< = 60°, ACB< = 100° és AB =4 cm. Tudjuk még,
hogy a BC' oldal felez6pontja F, tovabba D az AB oldal olyan pontja, amelyre BF D< =
= 80°. Bizonyitsuk be, hogy Tapc+2-Terp = V24 ¢m?, ahol Txyz az XY Z haromszog
teriiletét jeloli.

Megjegyzés: A feladat sajnos hibdsan lett kitiizve. A pontos érték helyesen V12 és nem \/24.
A dontében 8 versenyzd észrevette a hibdt, és a helyes megolddst adta meg. Az dsszes beadott
dolgozat dtnézése utdn gy ldattuk, hogy a legtobben nem jutottak el oddig, ahol a hibds
kitiizés problémdt okozott volna. Ezért a dontd végeredményének kialakitdsakor a Bizottsdg
ligy dontott, hogy azokra a dolgozatokra jar maximdlis pont, amelyekben a helyes (\/ﬁ)
értek szerepel. Amennyiben egy versenyzdt a hibds kitiizés megzavart, azt nagyon sajndljuk,
elnézést kériink.

1. megoldas.

A’ Készitsiink abrat, amin az ABC' haromszoget kiegészitjitk
egy szabalyos haromszoggé, a kdvetkezd médon. Az AC ol-
dal C-n tdli meghosszabbitdsdn tgy vessziik fel az A’ pon-
tot, hogy AB = AA’ legyen. Ekkor nyilvin ABA’ szaba-
lyos. Vegyiik fel tovdbbd a C A’ szakaszon azt a C’ pon-
G tot, amelyre AC = C'A’. Ekkor ABC és A'BC’ egybevagé
hdromszogek, hiszen AB = A'B, AC = A'C’ és BAC< =
BA'C'< = 60°. 3 pont
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Egyszer(i szogszdmitassal kapjuk, hogy BF DA ~ BC'Cx (szogeik: 20°, 80°, 80°), és mivel
F a BC felez6pontja, tovabba a haromszogek egyenld szaruak, ezért a hasonlésag ardnya

1:2. 1 pont
A hasonlésdg miatt T'socr = 41BFD.- 1 pont
Az AA’B hdromszog teriilete most mdr kifejezhets az ABC és BF D haromszogek teriile-
tével
Taap =Tapc +Tecc + Teorar = 2T Ao + T = 2T ac + 41BFD. 1 pont
Tehét a keresett mennyiség éppen az AA’'B szabalyos haromszog teriiletének fele:
1 1 V3.4
2Tprp + Tapc = Tanp =3 - f4 =2V3=V12. 1 pont
Osszesen: 7 pont
2. megoldas vazlata (Dobdk Ddvid dolgozata alapjdn): T
Jelolje T" a B-bdl indulé magassag talppontjat. Ekkor a BC'T C
hiaromszogre alkalmazva a Thalész-tételt: F'T' = F'C = FB.
A BAT héiromszog egy szabdlyos hiromszog fele, innen F
FBT< = FTB< = 10°, vagyis CFT< = 20°. A D B
Azt kaptuk, hogy DBFA = CFTA. A TF szakasz silyvonal a C'BT haromszogben, igy
2Tsrp éppen annyi, mint Torp. A keresett Osszeg pedig Tapc +2 - Terp = Tapc +
342
+ Torp = Tapr. Végiil a szabdlyos haromszog teriiletének fele: \[8 =2V3 =12
2. Adjuk meg azt a négy val6s szdmot, melyekre igaz, hogy barmelyikhez hozzdadva a masik
harom szorzatat, eredményiil mindig 10-et kapunk!
Megoldas. Jeloljiik a négy szamot z, y, z, v-vel, szorzatukat p-vel. frjuk fel példaul az z-re
és y-ra vonatkoz6 egyenleteket:
x4+ yzv = 10,
y+xzv = 10.
Az els6t z-szel, a masodikat y-nal szorozva kovetkezdket kapjuk:
22 +p =10z,
y* +p=10y.
Vonjuk ki az els6b8l a masodikat és rendezziink nulléra:
22 —y? — 10z + 10y = 0. 1 pont
(x —y)(x +y — 10) =0, ahonnan = =y vagy x + y = 10. Ez barmely két ismeretlenrdl
elmondhatd, azaz barmely kettd vagy egyenld vagy az Osszegiik 10. Az ismeretlenek kozott
csak 2-féle szam lehet: y, z és v vagy x-szel vagy 10 — x-szel egyenld. 1 pont
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Ezért 3 eset lehetséges:

A. A négy szam egyenld, ekkor az ismeretlenek kozos értéket x-szel jelolve egy egyenletiink
van: £ + 2> =10, 2° =8+ 2 —2 = 0.

2> — 8-at szorzattd alakitva és z — 2-t kiemelve
(x —2) (3:2 +2z+5) =0, D <0 miatt z = 2, azaz mind a 4 szdm 2.

B. Két-két szam egyenld, példaul x = z és y = v, valamint x +y = 10. Ekkor 2 egyenletiink
van:  + zy® = 10 és y + 2%y = 10. E kettSt egymasbol kivonva:
r—y+ay? — 2Py =0,
z—y—aylr—y) =0,
(z —y)(1 —zy) =0.
r # y miatt xy = 1.

Az xy =1, x +y = 10 egyenletrendszert megoldva a két szamra 5 + v24 és 5 — /24 adé-
dik,ezek megolddsai az eredeti egyenletrendszernek. Tehat 2 szdm 5 4 v24, a masik kettd
5 — V24 . Ezek megolddsai az eredeti egyenletrendszernek.

C. 3 szam egyenld (x = z = v, a negyedik ezektdl kiilonbozik és x + y = 10). Az eredeti
4 egyenlet ekkor igy néz ki:

z + 2%y = 10,
y+ 2 = 10.

Kivonas utan:
r—y+aty—a> =0,
z—y—a*(z—y) =0,
(x—y)(l—azz) =0,
(x—y)(1 —z)(1+=x)=0.

r # y miatt x = 1 vagy x = —1, ahonnan y = 9 vagy y = 11, azaz 3 szam 1, a negyedik 9,
vagy 3 szdm —1, a negyedik 11. Ezek valéban megolddsai az eredetinek.

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Hany olyan 1-nél nagyobb egész szdm van, amelyet barmely ndla kisebb pozitiv egész
szammal osztva véges tizedestortet (vagy egész szamot) kapunk eredményiil?

1. megoldas. A feltételeknek n < 6 esetén pontosan a 2, a 3 és a 6 szdmok felelnek meg,
és bizonyitjuk, hogy tobb megoldds nincs is.
A tovéabbiakban tehat tegyiik fel, hogy n > 6.

Egy racionélis szdm tizedestort alakja pontosan akkor véges, ha a tort legegyszeriibb alak-
jédban (melyben a szdmldl6 és a nevez6 egymadshoz relativ primek) a nevezd primtényezdi
kozott csak a 2 és az 5 szerepel.
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Mivel (n,n—1) =1 és n 1 tizedestort alakja is véges, ezért n — 1 = 2% - 5% alakd.
n J—

tizedestort alakja is véges, ezért n —2 = 2¢ .54

Mivel (n,n —2) =1 vagy 2, és n
n—
alaku.

Mivel (n—1,n—2) = 1, az el6z6 két eredmény és n > 6 miatt n — 1 és n — 2 koziil az egyik

az 5-nek a masik pedig a 2-nek valédi (pozitiv egész kitevdjli) hatvanya (n paritasatol fiig-
gben).

Vizsgaljuk az n — 3-at. Ez egyrészt biztosan nem oszthatd 5-tel, masrészt biztosan oszthatd

3-mal, amiért n is oszthat 3-mal. Ekkor (n,n —3) = 3, s igy mivel n 3 tizedestort alakja
n —
is véges, n — 3 = 2°- 3 alaku.

Ha n péros, akkor n — 3 = 2¢ - 3 pdratlan, vagyis e =0 és n — 3 = 3 miatt n = 6, ami el-
lentmond n > 6-nak.

Ha n pératlan, akkor n — 1 pdros, s6t 2-hatvany, legyen n — 1 = 2/, ahol f 3 Ebbdl
—3 =2/ —2, amit 6sszevetve n — 3 = 2°-3-mal azt kapjuk, hogy 2/ —2 =2. ( 2= ) =
=2°.3.

A zaréjelben levo kifejezés paratlan, igy a szamelmélet alaptétele miatt e = 1 és f = 3, azaz

n =9, ami mégsem megoldds, mert a 7 tizedestort alakja nem véges.

Tehat més megoldds tényleg nincs, csak 3 szdm (a 2, a 3 és a 6) teljesiti a feladat felté-
teleit.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas vazlata (Villdnyi Soma dolgozata alapjdn): Két pozitiv egész hanyadosa akkor
és csak akkor egész, ha az osztandd tobbszordse az oszténak. Ha nem ez a helyzet, akkor
a hanyados csak tgy lehet véges tizedestort, ha az oszté primtényezds felbontdsdban a 2-t6l
és 5-t6] kiilonbozd primtényezdk legfeljebb akkora kitevon szerepelnek, mint az osztandé
primtényezds felbontasaban.

Az n £ 9 szamokat egyszerlien végignézhetjiik, és azt taldljuk, hogy csak n =2, n =3 és
n =06 jo.

Most tegyiik fel, hogy 1étezik n > 9 egész, amely megfelel a feladat feltételeinek. Legyen 3¢
a legnagyobb haromhatvany, amely kisebb n-nél, igy 3¢ <n < 39F! Mivel a feltétel szerint
37 egész vagy véges tizedestort, ezért n oszthaté 3“-nal. Hasonléan g egész vagy véges
tizedestort, ezért n oszthatd 7-tel.

Az eddigiek alapjan n = 3% -7 - m, ahol m pozitiv egész. De 3% -7 -m > 3°"!, ami ellent-

mond az n < 39! feltevésiinknek. Tehdt a 9-nél nagyobb egészek kozott nincsen megfelels
n szam, igy az Osszes megoldast megtaldltuk.
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Haladok III. kategoria, 1. fordulo

Feladatok

1. Az a és b befog6jui derékszogli haromszdgnek megrajzoltuk a koré irt korét. Fejezziik ki
a és b segitségével annak a kornek a sugardt, amely €rinti a haromszog befogdit és a koré
irt kort beliilrdl.

2. Legyen a, a kovetkez6 moédon definidlt sorozat:

a1:2,
Up = 3
n

ny1=—- (a1 +a+...4ay) (n21).

Igazoljuk, hogy a, egész minden n-re, viszont nem teljes hatvidny semmilyen n-re (vagyis
nem egy egész szam valamely 1-nél nagyobb egész kitevs hatvanya)!

3. Egy téglalapot akkor neveziink egy masik téglalapba beirtnak, ha csicsai a masik tégla-
lap kiilonb6zd oldalainak belsd pontjai. Egy ABC D téglalapba két téglalapot irtunk, ame-
lyeknek van egy kozos csicsa. Mutassuk meg, hogy a két beirt téglalap teriiletének 0sszege
egyenld az ABCD téglalap teriiletével!

4. Az ay,ay,...,a7 nemnegativ szdmok 0Osszege 1. Tekintsiik az aldbbi 6t mennyiséget:
a;+ar + a3, ay+az+aq, a3+ aq + as, ag+ as + ag, as + ag + a;. Jelolje ezen o6t ér-
ték maximumdat M. Mekkora lehet M legkisebb értéke?

5. Két pozitiv egész szdm hasonld, ha

— a két szam (tizes szdmrendszerbeli alakjdban) ugyanazokat a szdmjegyeket tartalmazza;
— a két szdmban a k6zos szdmjegyek darabszdma azonos;

— valamint egyik szdm sem tartalmazza a 0-s szdmjegyet.

(PL. hasonléak a 1454412, és a 4441125, de hozz4juk nem hasonl6 az 1245 szdm.)

Van-e hdarom olyan 2016-jegyli A, B, C' szam, hogy A hasonlé B-vel, A hasonl6 C-vel, és
C=A+DB?
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az a és b befog6ju derékszogli haromszdgnek megrajzoltuk a koré irt korét. Fejezziik ki
a és b segitségével annak a kornek a sugarat, amely érinti a haromszog befogéit és a koré
irt kort beliilrdl.

Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

A
AT 0]
r— I 2/
Pia |, .
b :|§*’| 5
T
C a B

Legyen a derékszogli haromszog atfogéjanak hossza ¢ = \/a? + b2. Thalész-tételének meg-
forditdsa miatt a koré irt kor kdzéppontja az atfogd K felezbpontja, sugara pedig %

Jelolje a keresett kor kozéppontjat O, sugarat pedig r. Ez beliilrSl érint a koré irt kort, ezért

az érintési pont és a korok kozéppontjai egy egyenesre esnek, vagyis OK = g — .

Az O-bdl a-ra allitott merdleges egyenes és a K-bol b-re allitott merSleges egyenes metszés-
pontjét jelolje P. K pontnak a befogdoktdl vett tdvolsaga %, illetve g O pedig mindkét befo-
g6tol r tavolsdgra van (hisz a keresett kor érinti azokat), ezért az O PK derékszogl harom-
é€s OP =
hova esik K-hoz képest.)

. (Az elgjel attol fiiggben valtozik, hogy az O pont

b
szégbenPK:‘g—r r—3

Ebben a hidromszogben Pitagorasz-tétele szerint:

G-rfr(r2 2 (5= ame AN SN AP
- =T r— = = - =T — — ar T T —or — = — — CTr T
2 2 2 ’ 4 4 4 ’

ami rendezés utan:
a? + b —

) +r*—r(la+b—c)=0.

Az els6 tag ¢ = \/a? + b2 miatt 0, tehét az 7-ben masodfoki 7> —7(a+b—c) = 0 egyenletet
kapjuk.
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Ennek két megoldasa » = 0 és r = a + b — ¢, el6bbi nyilvan nem megoldds, tehat a keresett
kor sugara r = a + b — \/m. 1 pont
Megjegyzés: Mivel a derékszogli haromszog beirt korének sugarardl tudjuk, hogy éppen
Lb—c’ eredményiinkbdl az is kovetkezik, hogy a keresett kor épp a derékszogili csicsbol

a haromszog beirt korének kétszeresére nagyitott képe.

Osszesen: 7 pont

2. Legyen a, a kovetkez6 modon definidlt sorozat:

)

a; =
Ap =
Anp41 =

S|w

(e +a+...+a,) (n21).

Igazoljuk, hogy a,, egész minden n-re, viszont nem teljes hatvany semmilyen n-re (vagyis
nem egy egész szdm valamely 1-nél nagyobb egész kitevGs hatvianya)!

Megoldas. A sorozat elsé néhany tagja:

3
a2:7-2:2-3, asz =

: 246)=12=3-4, a4=

(246+12)=20=4-5.

| W
W W

A tagok felirdsa utdn adédhat az a sejtés, hogy a sorozat megadhaté direkt médon is, és
a képzési szabdly: a, =n-(n+1). 1 pont

Ezt a részeredményt bebizonyitjuk (mondjuk teljes indukcidval).
Lemma: a, =n-(n+1).
L) (Bdzis.) n =1 (2, 3, 4) esetén igaz az éllits, kordbban mar megvizsgaltuk.

I1.) (Indukcios feltétel.) Tegyiik fel, hogy egy bizonyos pozitiv egész k-ig mar igazoltuk
az allitast, vagyis ap = k- (k+1).

III.) Kérdés, hogy kovetkezik-e, hogy ekkor igaz az allitds n = k + 1-re is?

Ekkor
3 3
ag4+1 = E‘(al +a+...tap) = %’((al +ay+ ...+ ap_1) + ak).
Innen — mivel a definici6 szerint a; = 1 (a1 + a4+ ...+ ap—1) — a belsd zdréjel he-
lyettesithetd, vagyis:
3 k—1 n 3 k+2
a = —a ap | = —ai | =
kel = 3 k k 2 3 k
3 k42
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Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.
Mivel a, = n - (n+ 1) két pozitiv egész szam szorzata, nyilvin maga is egész.

Masfeldl a,, = n - (n+ 1) két egymést kovetd pozitiv egész szorzata. Két egymast kovetd
pozitiv egész viszont egymashoz relativ prim.

Vagyis, ha egy p primre p | n, akkor pt (n + 1), és ez forditva is igaz.
Azaz, ahhoz, hogy a, = n-(n+ 1) egy pozitiv egész teljes m-edik (m > 1) hatvdnya legyen,
az kellene, hogy mind n, mind (n + 1) teljes m-edik hatvdny legyen.

Viszont két szomszédos pozitiv m-edik hatvany kozott legalabb harom a kiilonbség, vagyis
an valéban nem teljes hatvany.

3 pont
1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy téglalapot akkor neveziink egy maésik téglalapba beirtnak, ha csticsai a mésik tégla-
lap kiilonb6z6 oldalainak belsé pontjai. Egy ABC D téglalapba két téglalapot irtunk, ame-
lyeknek van egy kozos csicsa. Mutassuk meg, hogy a két beirt téglalap teriiletének Osszege
egyenls az ABC'D téglalap teriiletével!

Megoldas. Eloszor megmutatjuk, hogy a beirt téglalapok kozéppontja sziikségszeriien egy-
beesik az ABCD téglalap kozéppontjaval. Legyen a beirt téglalap AB-re esé pontja P,
CD-re es6 pontja pedig R. A beirt téglalap kozéppontja a PR szakasz felezGpontja, ezért
rajta van AB és C'D kozépparhuzamosan. Hasonl6 érveléssel kapjuk, hogy a széban forgé
kozéppont BC' és DA kozépparhuzamosdn is rajta van. A két észrevétel egyiitt azt adja,
hogy a beirt téglalap kozéppontja az ABC D téglalap kozéppontjaval azonos.

Legyen a feltételben megadott k6z6s cstics az AB oldal P
B bels6 pontja. Az el6z8 észrevételiink alapjan ekkor az az
R pont is csticsa mindkét beirt téglalapnak, amelyet ugy
kapunk, hogy P-t tikkr6zziik az ABC'D téglalap O kozép-
pontjéra.

Thalész tétele miatt a beirt téglalapok csucsai a PR sza-
kasz, mint atmérd folé irt korre esnek. Mivel ez a kor
legfeljebb két pontban metszheti az AD oldalt, igy leg-
feljebb két kiilonboz6 beirt téglalap 1étezik, amelynek P
az egyik csicsa. Tovabbd az is igaz, hogy ha a két beirt
téglalap AD-re es6 csicsa S és V, akkor SV O egyenl szérd, ezért S és V az AD oldal
felez6pontjara szimmetrikus.

Vezessiik be az aldbbi dbra jeloléseit, és fejezziik ki a beirt téglalapok teriiletét Ggy, hogy
az ABCD téglalapbdl levagott derékszogli haromszogek teriiletét Osszegezziik (AB = a,
BC =b AP=RC =z, AS=CQ =DV = BU =y).
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A z P a—x B A.TP a—T B
b—y
Y Q \%4
s Y U
b—y
D r C D R ©

A szemkozt levagott derékszogli hdromszogeket téglalappd egyesitve kapjuk az aldbbiakat:

Tpors =ab—a2y—(a—x)(b—y) é Tpyry =ab—z(b—y)—yla—x). 1 pont
Osszegezve:
Tpqrs +Tpury = ab—zy — (a —x)(b—y) + ab—z(b—y) — y(a — )
=2ab— (zy+ (a —x)y+a(b—y)+ (a—z)(b—y))
=2ab— (z+ (a—2))(y+ (b—y))
=2ab—ab=ab=Tapcp- 2 pont
Osszesen: 7 pont
4. Az ay,an,...,a7 nemnegativ szdmok Osszege 1. Tekintsiik az aldbbi 6t mennyiséget:
a;+ar + a3z, ay+az+as, a3+ aq+as, as+ as + as, as + ag + a;. Jelolje ezen 6t ér-
ték maximumdat M. Mekkora lehet M legkisebb értéke?
1. megoldas. a; = a4 =a; = 3 ay = a3z = as = ag = 0 vdlasztdssal mind az Ot Osszeg
1 1
értéke 3 ekkor tehiat M = 3 2 pont
Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy M értéke ennél kisebb nem is lehet:
Tegyiik fel, hogy 1éteznek olyan, a feltételeknek eleget tevs aj,ay,. .., a7 szdmok, melyek
1
esetén M < 3 vagyis mind az 6t vizsgalt 0sszeg kisebb g—nél. 1 pont
1 1 1 i1
Ekkor az a; +ar + a3 < 3 a3+ as+as < 3 és as +ag + a7 < 3 egyenlStlenségek Ossze-
adasaval az a; 4+ ap + 2a3 + a4 + 2as + ag + a7 < 1 egyenl6tlenséghez jutunk. 1 pont
Tudjuk, hogy a; +az+asz+as+as+as+a7 = 1, ennek figyelembevételével az el6z6 egyen-
I6tlenségbdl a3 + as < 0 addédik, 1 pont
ami azonban lehetetlen, hisz nemnegativ szdmok Osszege nem lehet negativ. 1 pont
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1
Ellentmondésra jutottunk, tehat M < 3 valéban nem lehetséges, tehat M legkisebb értéke

1
3 lehet.

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. frjuk fel a két ,,hidnyz6” Osszeget is, vagyis a¢ + a7 + aj-et és a7 + a; + ap-t.
Ezekre teljesiilnek az

a6+a7—|—a1 S(a5+a6+a7)+(a1+a2+a3)§2M

és az
a7+ a;+ay £ (as+ag+a7) + (a1 +az +a3) < 2M

becslések.
Ezekkel egyiitt a hét 6sszeg Osszege egyrészt
(a1 + ap + a3) + (a2 + az + aq) + (a3 + a4 + as) + (as + as + ag) + (as + ag + a7) +
+(a6+a7—|—a1)+(a7+a1 —l—a2) :3-(a1 +a2—|—a3—|—a4+a5+a6+a7) =3

masrészt

(a1 + az + a3) + (a2 + az + aa) + (a3 + as + as) + (a4 + as + as) + (as + as + a7) +
+(ag+ar+a)+(ar+a+a) SM+M+M+M+M+2M+2M =9M,

1
ahonnan 3 < 90, tehat 3 < M.

. . 1
Az egyenl6ség meg is val6sithatd, ugyanis az a; = a4 = a7 = 3 a=a3=as5=ac=0

1 1
valasztdssal mind az 6t 6sszeg, tehat M értéke is 3 vagyis M legkisebb értéke valoban 3

2 pont

1 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

5. Két pozitiv egész szam hasonld, ha

— a két szam (tizes szamrendszerbeli alakjdban) ugyanazokat a szdmjegyeket tartalmazza;
— a két szdmban a k6z0s szdmjegyek darabszdma azonos;

— valamint egyik szdm sem tartalmazza a 0-s szdmjegyet.

(PL. hasonléak a 1454412, és a 4441125, de hozzijuk nem hasonl6 az 1245 szdm.)

Van-e¢ harom olyan 2016-jegyl A, B, C szam, hogy A hasonlé B-vel, A hasonlé C-vel, és
C=A+DB?
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Megoldas. Megmutatjuk, hogy vannak a feltételeknek megfelels A, B, C' szamok.

ElGszor keressiink ,,kicsi” ilyen szamokat. A feltételek miatt B is hasonlé C-vel. Ha A, B, C
9-es maradékait vizsgéljuk, adodik, hogy — a 9-cel vald oszthatésagi szabdly miatt — a harom
szam azonos maradékot ad 9-cel osztva.

Mivel A + B = C, ez csak ugy lehet, ha mind a harom szdm 9-cel oszthatd.
Konnyen lathatd, hogy egyjegy(, és kétjegyd ilyen szamok nincsenek.

Héromjegyli szamokat mar taldlhatunk. El&szor prébalkozzunk olyan haromjegyli szdmok-
kal, ahol a szamjegyosszeg: a + b+ ¢ = 9.

Legyenek A, B, C' jegyei valamilyen sorrendben a, b, ¢ (a jegyek kozott lehetnek azonosak
is akar)!

Konkrétan: A = abe, B = a't/c és C = a”b/'c”, ahol a '-s, és "'-s jegyek az a, b, c jegyek
valamilyen permutacioi.

Mivel a jegyek osszege 9, ezért c=9 —a—b, ' =9 —d -V, " =9 —d" - ¥".

A, B utolsé jegyeinek sszege vagy C' utolsé jegye, vagy attdl 10-zel tobb, vagyis

18—a—b—a —b =9—a"—b" (mod 10), innen
18—a—b—d -t —-"=9-d"-V"—" =0 (mod 10), majd
18=a+b+ad +V+ " (mod 10) adédik.

Innen két eset lehet, az egyik, hogy a, b, a’, V', " kozott A, B, C mind a hdrom jegye
el6fordul, ekkor — mivel ezek Osszege 9 — a maradék két szdmjegy (az altalanossiag meg-
szoritdsa nélkiil mondjuk a, b') 6sszege is a + b = 9. Mivel az 6sszeg pératlan, ezért itt két
kiilonb6z6 jegyrdl van szd, viszont ekkor a harmadik jegy okvetleniil 0, ami ellentmondas.

A misik eset, hogy a, b, a’, V', ¢’ kozott A, B, C harom jegye koziil pontosan kettS for-
dul el6, egyik 3-szor, a masik 2-szer. Ez azt jelenti — megint az 4ltaldnossidg megszoritdsa
nélkiil —, hogy 18 = 3a + 2b (mod 10). Vagyis 3a + 2b vagy 8 vagy 18 vagy 28 vagy 38.

Ha 8 =3a +2b — a paros csak a =2, b=1 — ¢ = 6 lehet, ez nem ad eredményt.

Ha 18 =3a+2b — 3 |bcsak b=3 wa=4,c=2¢b=6 — a =2, c =1 lehet, ezek
sem adnak eredményt.

Ha 28 =3a+2b — 27 <28 =3a+2b < 3(a+b) — 9 < a+ b vagyis ekkor mér tdl nagy
lenne a szdmjegyek Osszege. (A 38-as eset ugyanigy!)

Vagyis nincsenek olyan haromjegy(i szdmok, ahol a szdmjegyossszeg 9.
Végiil, ha a szdmaink hdromjegytiek, és a szdmjegyosszeg 18, akkor mar taldlunk meg-
oldast:
18=948+1=94+7+2=94+64+3=94+5+4=8+8+2=84+T7+3=
=84+6+4=8+5+5=74+74+4=7+6+5=6+6+6

felbontdsok lehetnek jok.

Ezek kozill (a szdmjegyek tovabbi vizsgdlatdval — pl. a végz&dések, illetve a szdmok elsd
jegyeinek a vizsgalataval) csak a 18 =9 4 5 4 4 johet szdba.
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Kis prébdlkozas utdin A = 459, B = 495, és C' = 954 harom megfeleld szam. 1 pont

Az A =459, B =495, és C = 954 szamokbdl tobbféle médon tudunk megfelels 2016-jegyt
szdmokat csindlni.

1) PL. (mivel 2016 = 3 - 672)
A = 459459459 ...459, B =495495...495 és C = 954954 ...954

megfelelé6 hirom szdm (minden szdm 672 blokkbdl all).

IL.) PL
A=499...9959, B =499...995 & C =99...9954

is megfeleld (mind a hdrom szdmban pontosan 2014 darab 9-es jegy van). 2 pont

Ha a didk megtaldl megfelelé szamokat, és az A, B, C szdmokrdl meg is mutatja, hogy
megfelelnek a feltételeknek, kapja meg a 7 pontot, puszta eredménykozlésért — ha a kapott
eredményt nem ellendrzi — csak az utolso rész 2 pontjdt kapja.

Osszesen: 7 pont

Haladok III. kategoria, 2. (donto) fordulé

Feladatok

1. Adott ABC' haromszog esetén a (Q RS haromszoget nevezziik az A BC hdromszog kolyok-
hdromszogének, ha az igaz, hogy

— QP felezGpontja R,
— RP; felez6pontja S,
— SP; felez6pontja @, ahol a P;, P5, P; pontok valamilyen sorrendben az A, B, C pontok.

Igazoljuk, hogy minden ABC haromszognek két kolyok-haromszoge van, és a két kolyok-
haromszog metszetének a teriilete az ABC' hiromszog terilletének az 1/10-e.

2. Az f: R — R nem konstans fiiggvényrdl azt tudjuk, hogy minden valés x esetén
fl=z)+ (1 -2)f(z) =c,

ahol c rogzitett egész konstans.

Igazoljuk, hogy ha f(x)-nek van egész fixpontja, akkor van két olyan fixpontja is, amely
nem egész.

(z fixpontja f(x)-nek, ha f(z) = z.)
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3. Egy kor alakd asztal koriil 20 didk iil. Minden didk el6tt van néhdny cukorka, kezdetben
2,4,6,8, ..., 38, 40, valamilyen tetszdleges sorrendben. A didkok — tandruk vezetésével —
a kovetkezot teszik. Egy 1épésben minden didk odaadja a t6le jobbra iil§ didknak cukorkéi
felét, majd ha igy pdratlan sok cukorkdja maradna, akkor a tanartél kap még egyet. Ezt a 1é-
pést ismételgetik tjra és tjra. Bizonyitsuk be, hogy egy id6 utdn minden didknak ugyanannyi
cukorkdja lesz.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Adott ABC' haromszog esetén a (Q RS haromszoget nevezziik az A BC hdromszog kolyok-
hdromszogének, ha az igaz, hogy

— QP felezbpontja R,

— RP; felez6pontja S,

— SP; felez6pontja @, ahol a P;, P,, P; pontok valamilyen sorrendben az A, B, C pontok.
Igazoljuk, hogy minden ABC haromszognek két kolyok-haromszoge van, és a két kolyok-

haromszog metszetének a teriilete az ABC haromszog teriiletének az 1/10-e.

Megoldas. Az éltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjitk, hogy a P; pont az A ponttal
egyezik meg. Innen valéban két lehetGség van P, P; valasztasara: vagy Ps = B, P, = C,
vagy forditva: P = C, P, = B.

(Természetesen ezzel még nem igazoltuk, hogy egydltaldn van-e ilyen kolyok-hdromszog.)

Most megmutatjuk, hogy a P, = A, P, = B, P; = C esethez egyértelmtien tartozik QRS
kolyok-haromszog, és megadjuk QRS ,helyzetét”.

Legyen az A, B, C csucsokkal szemben az a, b, ¢ oldal, az ezekhez tartoz6 magassdgok
pedig legyenek rendre: mg, mp, me!

Legyen a () csucs tdvolsaga az a, b, ¢ oldaltdl z, y, 2!

(Megjegyzés: Ezeket a tavolsdgokat eldjeles tavolsdgnak fogjuk érteni, ami azt jelenti, hogy,
pl. ha az a oldalegyenese altal meghatarozott kozos félsikban van @, és A, akkor x > 0, ha
ellentétes félsikban, akkor x < 0, illetve, ha ) az a oldalegyenesen, akkor = = 0.)

Ekkor nyilvan A, B, C cstcsok tdvolsdga a rdjuk illeszked6 oldalaktdl 0, mig a szemben

sz

1év6 oldalaktdl rendre: mg, my, Mme.

A felezSpont tulajdonsigai miatt szdmolhaté @), R, S tdvolsdga az oldalaktol:

Mivel QA felezGpontja R, ezért R tdvolsaga az a oldaltol: * +2ma’
tavolsdga a b oldaltdl: %,
tavolsdga a c oldaltdl: %
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T+ Mg

Mivel RB felezGpontja S, ezért S tavolsaga az a oldaltdl:

g+mb_y+2mb

2 4

[\S}

tavolsaga a b oldaltol:

tdvolsiga a c oldaltdl: —,

Mivel SC felezGpontja @, ezért () tavolsdga az a oldaltol: v +8ma,

2
tévolsdga a b oldalt6l: %

+m 4
tivolsdga a ¢ oldaltol: +—— = z +8 e,

Masfeldl az utébbi tdvolsadgok éppen megegyeznek x, y, z-vel, vagyis

RN

T+ mg Mg
= E— _— =
g x 7 x,
Y+ 2my 2my
—_— = — —_— =
3 Y 7 Y,
z 4+ 4me . dm,.
— =z =z.
8 7
. . . L mg Zmb 4-?77,C
Vagyis () tdvolsaga az oldalaktol: =TT )
) o . (Ama mp 2me
Hasonléan R tavolsdga az oldalaktol: 7 ;7; 7 ) és
2 4
S tavolsdga az oldalaktol: < T7na; ?; n;c)

Vagyis ebben az esetben a QRS kolyok-haromszog valéban egyértelmtien 1étezik, illetve
a tavolsagok pozitiv volta pedig egyuttal azt is jelenti, hogy a QRS haromszog teljes egé-
szében az ABC' belsejében van.

(Megjegyzés: Vektorokkal egyszertibben kijonnek ugyanezek az eredmények.)
Az eddigi eredményeink alapjan hasznaljuk a kovetkezd dbrat, és a jeloléseit!
C

Yy SN
N, A,

~—

N
WWANANLLN, B

Az ébra elkészitésénél minden oldal 6sszes hetedelSpontjat vettiik, és azokon keresztiil par-
huzamosokat hizva a megfelel$ oldallal 49 egybevagd (a tovdbbiakban egységnyi teriiletii-
nek tekintett — igy ABC teriiletét 49-nek tekintjiik), az ABC-hez hasonlé kisebb hdrom-
szdgre bontottuk az ABC haromszoget.
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QRS, és Q'R'S’ a két kolyok-hdromszog, mig nekiink a DEF D'E'F’ hatszog teriiletét kell
meghatdroznunk.

(Megjegyzés: Mivel Q, R, S, Q', R', S’ az 4bran racspontok, a racsbeli koordinatdik miatt
D, E,F,D, F, F pontok léteznek, és az abrén ,felrajzolt médon, sorrendben” 1éteznek,
hiszen mindegyikiik egy megfelel6 racstrapéz atlés pontja.)

El6szor megmutatjuk, hogy barmely kolyok-haromszog teriilete az ABC' teriiletének éppen
1/7-e (vagyis, ha ABC teriilete 49, akkor pontosan 7).

C Ugyanis Tgrs = Tras = Tspg = Tocr hiszen (Q,
R, S felezGpont volta miatt) azonos oldald, és magas-
sdgl haromszogek mind a QQR.S-sel.

Masfeldl TRAS = TSABa TSBQ = TQBCy és TQCR =
= Tgrc 4 hiszen itt is rendre azonos oldald, és magas-
’ g sdgl haromszogekrdl van sz6.
A B Tapc

Innen adddik, hogy Tors = 7

Innen a DEFD'E'F’ hatszog teriilete szamolhat6 példdul a kovetkez8képpen:
Tperp e'r = Tprp'gr + TeErR E'Q + Trsrs: — Tors — Tqrs'r s

hiszen a jobboldali 6sszeg mind az 6t tagjdban a DEFD'E'F’ hatszog teriiletét egyszer-
egyszer vettiik (hdromszor pozitiv, kétszer negativ elGjellel), mig az ERF, FR'D', ...,
DS'E haromszogek teriiletét egyszer negativ, egyszer pozitiv elgjellel vettiik. Innen

3 3 9 9 63
T //:T / T// = . 72 . 71 = — _ = —
DRD'Q prRQ + Tpgr=3 <4 >+3 <5 > >t3= 10

3
ahol a Tprgyr =3 - (4 . 2) képletben a 3 az R(Q’ tdvolsagot jelenti (ez 3-szor annyi, mint

3
valamely egységnyi teriiletiinek tekintett rdcshdromszog vizszintes oldala), mig a (4 -2)

az RQ' oldalhoz tatozé magassdgot (ez éppen 3/2-szer annyi, mint az egységnyi teriiletii-
nek tekintett rdacshdromszog vizszintes oldaldhoz tartozé magassdg), ez utébbi az RQ'D, il-
letve a QS’D haromszogek hasonlésagdbdl jon ki, illetve abbdl, hogy a hasonlésdg aranya:
R /
A= @ =3.
QS

3
Tpgr=3" (5 . 1) pont ugyanigy szdmolhatd.

Ter EQs és Trsrrs pontosan ugyanigy szdmolhat6, mint Tprprgs, és mindre:

63
TDRD/Q/ = TER’E’Q = TFSF’S’ _ TO
adodik.
p 63 189 — 140 49
TperpEF :3-5—2-7: —— =
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Mivel Tapc = 49, emiatt a két kolyok-haromszog metszetének teriilete valéban pontosan
1/10-e az ABC' haromszog teriiletének. 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az f: R — R nem konstans fiiggvényrdl azt tudjuk, hogy minden valés x esetén

f—x)+ (1 —2)f(z) = ¢,
ahol c rogzitett egész konstans.

Igazoljuk, hogy ha f(x)-nek van egész fixpontja, akkor van két olyan fixpontja is, amely
nem egész.

(z fixpontja f(z)-nek, ha f(z) = z.)

Megoldas. ElGszor hatdrozzuk meg f(x) értékét x = 0 esetén! Helyettesitsiink be = helyére
1-et! Ekkor

fA=D+0-1f1) = f(0) =c.

Ha z # 0, akkor szorozhatjuk az egyenletiinket z-szel:

(1) zf(l—2x)+2(1 —2)f(x) = cz.
Valamint az f(1 —z) 4+ (1 — z) f(x) = ¢ képletbe z helyére 1 — = helyettesitésével:
(2) fl@)+zf(l—z)=c 1 pont
(1) = (2) — (=2*+z—1)f(x) =c(x —1). Mivel —2* + 2 — 1 < 0 minden a-re, ezért
—1
oszthatunk vele: f(x) = CEJU_F)I Ezzel megkaptuk az f(z) hozzarendelési szabalyat
24
(ha = # 0).
. . . c(0-1) . .
Mivel ez a képlet x =0 esetén: f(0) = P ro0-1 = ¢, ezért minden x-re megadja
f(z)-et. 2 pont

Legyen most mdr z fixpontja f(z)-nek!
Haz=0 — f(0)=0=c¢ — f(x) =0 konstans, ami nem megfeleld.
c(1-1)

Haz=1 — f(1) = T 0, vagyis ez sem lehet fixpont.
Vagyis z = 0; 1 nem fixpont. 1 pont
Legyen most mar z # 0; 1 tetszGleges egész fixpont, vagyis

c(z—1)

Z_f(z)_ 722+271'

Az egyenletet rendezve:

_ .3 2 1

c(z—1)=—-2+2>—2 — c:w:—zz—l—
z—1 z—1



adddik. Mivel ¢, z egészek, innen (z — 1) | 1 — z; = 0; 2, = 2 adddik.

A z = 0-t elintéztiik mar, az nem lehet fixpont, marad, hogy z = 2 a fixpont. 1 pont
—234+22-2
Innen adédik, hogy ¢ = 2—'—71 = —6.
. —6(x — 1)

Vi fliggvé : = —.

agyis a fiiggvényem: f(x) - —

. . .. —6(x — 1)
Lassuk, ennek vannak-e egyéb fixpontjai! Ehhez az kell, hogy = = e ar— legyen,

innen: —6(x — 1) = —2° + 22 — z, majd 0 = 2* — 2° — 5z + 6 adédik. Mivel tudjuk, hogy
ennek az egyenletnek 2 a gyoke, tobb mdédon szorzattd alakithatjuk, végiil:

0=2'—2>—5c+6=(x—2)(a*+z—3)
adédik.

Az 2 + x — 3 = 0 két valés, de irraciondlis megolddsa adja az f () két egyéb fixpontjat:

—1++13

5 a két nemegész fixpont (a z = 2 mellett). 2 pont

23 =

Osszesen: 7 pont

3. Egy kor alaku asztal koriil 20 didk iil. Minden didk el6tt van néhdny cukorka, kezdetben
2,4,6,8, ..., 38, 40, valamilyen tetszSleges sorrendben. A didkok — tanaruk vezetésével —
a kovetkezot teszik. Egy 1épésben minden didk odaadja a t6le jobbra iil6 didknak cukorkéi
felét, majd ha igy paratlan sok cukorkdja maradna, akkor a tanartél kap még egyet. Ezt a 1é-
pést ismételgetik djra és djra. Bizonyitsuk be, hogy egy id6 utdn minden didknak ugyanannyi
cukorkdja lesz.

1. megoldas. Altaldnosabban azt bizonyitjuk, hogy ha az n >3 didk eldtt kezdetben
ai,as,...,a, cukor van (a; paros minden i-re), akkor a folyamat véges 1épésben elér abba
az allapotba, ahol minden didk elStt azonos szdmu cukorka van.

Néhany kis n-re végzett kisérlet utdn megfogalmazhat6é az aldbbi két sejtés:

1. Ha egy 1épés el6tt max{a;} = M, akkor a 1épés utdn is legfeljebb M a maximum.

2. Ha egy 1épés el6tt min{a;} = m, akkor a 1épés utdn is legaldbb m a minimum. 2 pont
Az elsd sejtést bizonyitjuk, a masodik ugyanigy megy. Legyen harom szomszédos didk elott

rendre a, b és ¢ cukor egy 1épés elstt. Tudjuk, hogy a,b,c < M. A 1épés utin g + g vagy

é + < + 1 cukor lesz a kozéps6 didk eldtt. (A b cukor felét tovabbadja, a ¢ cukor felét meg-

2 2
b M M
kapja, és esetleg eggyel ki kell egésziteni parosra.) Az elsd esetben T S —+—=M.

2 2
b+c . ) ) .
< M, hiszen M péaros. Tehat ekkor is

A masodik eset csak ugy éallhat elS, ha

b
3 + % + 1 £ M cukor lesz a kozépsS didk el6tt. Az érvelés barmelyik didkkal — mint ko-

z€épsdvel — elmondhatd, ezért a 1épés utan nem novekedhetett a maximalis cukorszam. 1 pont
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A masik lényeges észrevétel a kovetkezd. Ha min{a;} = m és egy pillanatban k > 0 didknak
van pontosan m cukorkdja (és még van legaldbb két kiilonb6zd cukorszdm), akkor a 1épés
utan az m cukorkdval rendelkezé didkok szama k-ndl kevesebb.

Ugyanis ha egy minimdlis szdmud (m) cukorkdval biré didk egy a cukorkdval biré didktol

kap cukorkdkat, akkor mta mTM

csak akkor nem novekedett cukorkai szama, ha a = m. Tehat csak azok a minimalis darab-
szdmok maradnak meg, amelyektdl balra is minimélis a cukorkdk szdma. Ez pedig legaldbb
az egyik minimumra nem teljesiil, ha nem minden cukorkaszam egyenl8. Az is vilagos, hogy
ha valakinél kezdetben a m-nél tobb cukor volt, anndl egy 1épés utdn is m-nél tobb cukorka
lesz.

+ 1 cukorkdja lesz a 1épés utdn. a = m miatt

Az eddigi észrevételekbdl mar egyszertien kivetkezik a feladat dllitdsa. Legyen max {a;} =
= M és min{a;} = m. Ha M = m, akkor vége a folyamatnak. Ha m < M, akkor minden
Iépésben csokken az m cukorkdval rendelkezd didkok szdma, ezért véges sok 1épés utdn
m' > m lesz a cukorkaszdm minimuma. Mivel a darabszamok pozitiv egészek, igy véges sok
Iépésben eljutunk oda, hogy a minimum €s a maximum megegyezik, vagyis minden didknak
ugyanannyi cukorkdja van.

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

P

2. megoldas vazlata: Az el6z6 megoldasban mar lattuk, hogy a maximalis cukorkaszam
nem nohet az eredeti érték felé. Emiatt csak véges sok kiillonbozd cukorka-eloszlas fordul-
hat eld, vagyis csak akkor tarthatna a végtelenségig a folyamat, ha egy id6 utdn ,,cikliz4l”.
Tovabba a ciklusban mar nem fordulhat el8, hogy a tandr dj cukrot ,tesz a rendszerbe”, hi-
szen a periddus végén ugyanannyi cukor van, mint a kezdetekor.

Indirekt tegyiik tehat fel, hogy ki tud alakulni egy ilyen ciklus! Ennek kezdetekor a cukor-
kaszam legyen ag,ay, ..., a9, és az atadds irdnya legyen a;; — a;. Mivel a ciklusban mar
nem keriil 4j cukor a rendszerbe, ezért egy 1épésben mindig a kovetkez6 mdédon véltozik
a cukorkaszdm:

o — aj + Gjq ’

2

ahol az indexelés (mod 20) értendd.

Vizsgaljuk most meg, hogy egy kiszemelt didknak hogyan véltozik a cukorkaszdma 19 1épés
soran. A; jeldlje a kiszemelt didk cukorkaszdmat a ciklus . 1épése utdn.

Ay = ay,
ag + a

A = o2 1’

2a1 +
A2:a0+ aj Clz7

4

3 3
A3:a0+ CLHS- a2+a3’
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19

Ajg = o

Jao + (V)ar + (H)az + ... + (i)

219

Ha a ciklus elején a maximadlis cukorkaszam M volt, és nem mindegyik didk el6tt volt
M cukor, akkor

()ao+ (P)ar + (H)az+ ... + (i)

Ao = 519
@M+ ()M + )M+ + (M
219

Ez viszont azt jelentené, hogy 19 1€pés utdn csokkent a maximadlis cukorkaszam, ami ellent-
mond a periodicités feltevésének, hiszen a maximum nem tud novekedni, ezért nem tudnank
a kiindul¢6 éllapotba visszatérni.
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