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Kezdok és Haladok
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Feladatok és megoldasok

A verseny az Emberi Er6forrds Minisztériuma megbizdsdbdl az Oktataskutaté és Fejlesztd
Intézet és az Emberi Erdforras Tamogataskezel6 altal meghirdetett palyazaton, NTP-KTTV-
12-0015 azonosité szdmi tdmogatdsbdl valdsult meg.

A |Nemzeti
= |Tehetség Program

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat



Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2012/2013-as tanév
Kezdok I-II. kategoria, 1. fordulé

Feladatok

1. Az a és b nullatdl kiilonboz6 valds szamokra teljesiil az aldbbi Osszefiiggés.
a4+ (B3 +1)b+ (3 +1)a+b =0
Mennyi lehet az % hanyados értéke?

2. A 2011, 2012, 2013, 2014 szamok koziil melyek irhatdk fel kettd vagy tobb egymadst
kovetd pozitiv paratlan szdm Osszegeként?

3. Egy eskiiv6i vacsordn egy hatf6s asztaltirsasdg tagjai koziil néhanyan ismerik egymadst.
A ndsznagy megkérdezi az asztaltdrsasdg tagjait, hogy hany személyt ismernek az asztalndl
il6k koziil. Az elsd 6t valaszado altal kimondott 6t szdm mindegyike kiillonbozik egymas-
tol. Hany embert ismerhet a hatodik személy az asztalnal iil6k koziil? (Az ismeretségeket
kolcsonosnek tételezziik fel.)

4. Hany olyan kiilonb6z6 (egymdassal nem egybevdgd) haromszog van, amelynek két oldala
2 cm és 7 cm hosszisagu, és a harmadik oldalhoz tartoz6 stlyvonal cm-ben vett mér6szama
is egész szdm?

Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Az a és b nullatdl kiilonbozd valds szamokra teljesiil az aldbbi Osszefiiggés.
@+ (Ba>+1)b+ 3"+ 1)a+b =0
Mennyi lehet az % hanyados értéke?
Megoldas. Rendezve és szorzattd alakitva:
a®+3a*b+3a? + 0 +a+b=0,
(a+b)’+a+b=0,

(@a+b)((a+b)*+1)=0.

(6 pont)

(6 pont)

(6 pont)

(6 pont)

(6 pont)

1 pont
1 pont

2 pont



Mivel a masodik tényezd pozitiv, csak a + b = 0 esetén lehet a szorzat 0.

Innen pedig a keresett hanyados —1.

2. A 2011, 2012, 2013, 2014 szamok koziil melyek irhatdk fel kettd vagy tobb egymadst
kovetd pozitiv paratlan szdm Osszegeként?

Megoldas. Két szomszédos pdratlan szam Osszege 4-gyel oszthaté, mivel (2k — 1)+
+ (2k + 1) = 4k (k € Z), ezért paros sok szomszédos pératlan szdm Osszege is 4-gyel oszt-
hatd.

Pératlan sok egymdst kévetd paratlan szdm Osszege pdratlan, és mivel ilyenkor a kozépsére
szimmetrikusan elhelyezkedd tagok osszege a kozépsd tag tobbszordse, az 0sszeg a kozépsd
szam tobbszoroseként Osszetett szam.

Mivel a 2011 primszdm, a 2014 pedig 4-gyel osztva 2 maradékot ad6 paros szdm, azaz egyik
sem oszthaté 4-gyel és nem is paratlan Osszetett szam, ezért ezek nem allithatok elé egymast
kovetd pozitiv paratlan szdmok 6sszegeként.

A 2012 eléallitasa pl. 2012 = 1005 4 1007.

A 2013 elééllitasa a 2013 = 3 - 671 szorzattd bontds alapjan 2013 = 669 + 671 + 673.
Megjegyzés:

A feladat dltalanosithato:

Minden 4n (n € N1) alaki szdm el64ll két szomszédos pératlan szdm Osszegeként a 4n =
=(2n—1)+ (2n + 1) alakban.

Tovdbbd barmely 2n + 1 = p- ¢ (n € N*) alakd pdratlan szdm el&dllithat6
p—q+1)+{@-—q+3)+...4p+...+(p+q¢-3)+(p+tqg—1)

alakban, ahol p és ¢ olyan pozitiv pdratlan szimok, melyekre p = ¢ > 1.

3. Egy eskiiv6i vacsordn egy hatf6s asztaltirsasdg tagjai koziil néhdnyan ismerik egymast.
A nasznagy megkérdezi az asztaltarsasag tagjait, hogy hany személyt ismernek az asztalnal
16k koziil. Az elsd ot vdlaszad6 dltal kimondott 6t szdm mindegyike kiillonbozik egymds-
tol. Hany embert ismerhet a hatodik személy az asztalndl iil6k koziil? (Az ismeretségeket
kolesonosnek tételezziik fel.)

Megoldas. Mivel az ismeretségek kolcsonosek, igy nem lehetséges, hogy a tarsasdgban van
valaki, aki 5 személyt, azaz mindenkit ismer és olyan is, aki senkit sem ismer.

fgy az ot kiilonboz6 vilasz — a sorrendtd] eltekintve — csak kétféleképpen alakulhatott:

1. eset: Az elsd 6t szam: 0, 1, 2, 3, 4.

Jeloljiik a valaszadokat rendre az A, B, C, D és E betlikkel és jelolje a hatodik valasz-
adot F'

1 pont
1 pont

(6 pont)

1 pont

1 pont

1-1 pont
1 pont
1 pont

(6 pont)

1 pont



E D Mivel A senkit sem ismer, igy E-nek csak ugy lehet 4 ismerGse,
hogy A-n kiviil mindenkit ismer. Ekkor B egyetlen ismerdse F.
D-nek csak tgy lehet 3 ismerGse, ha A-n és B-n kiviil mindenkit

E C  ismer. Igy C két ismerSse D és E.
Mindezek alapjan a hatodik valaszadé (F') két személyt (D, E)
. ismer.
A B

2. eset: Az elsé ot szam: 1, 2, 3, 4, 5.

Jeloljiik a vélaszaddkat rendre az A, B, C, D és E betlikkel és jelolje a hatodik valasz-
adét F'!

B D E-nek csak tgy lehet 5 ismerdse, hogy mindenkit ismer. Igy A
egyetlen ismerGse E. D-nek csak ugy lehet 4 ismerse, ha A-n
kiviil mindenkit ismer. gy B két ismerése D és E. C-nek csak
F ¢ ugy lehet 3 ismerése, ha A-n és B-n kiviil mindenkit ismer.

Mindezek alapjan a hatodik valaszad6 (F') harom személyt (C, D,
FE) ismer.

A B

Tehat a hatodik személy 2 vagy 3 személyt ismerhet az asztalndl iil6k koziil.

4. Hany olyan kiilonb6z6 (egymdéssal nem egybevagd) haromszog van, amelynek két oldala
2 cm és 7 cm hosszisagu, és a harmadik oldalhoz tartoz6 sulyvonal cm-ben vett mérészama
is egész szdm?

Megoldas.

Legyen a =2 cm, b =7 cm és jelolje a harmadik ol-
dalhoz tartoz6 silyvonalat s (s € ZH!

Ha a haromszoget tiikr6zziik a ¢ oldal felezGpontjara,
akkor az ACBC' paralelogrammat kapjuk.

Tekintsiik a C BC” hdromszoget! Ennek a haromszog-
nek az oldalai a, b és 2s hosszisaguak.

Felirva a haromszog-egyenl6tlenséget mindharom oldalra az aldbbi egyenlStlenségekhez ju-

tunk:
2s <a+b, azaz 25<9;

a <2s+b, azaz 2 < 2s+ 7 (ez nyilvan teljesiil) és

b<2s+a, azaz 7 < 2s+ 2, ahonnan 5 < 2s.

Osszefoglalva: 5 < 2s < 9. Innen s = 3 cm vagy 4 cm.

Azaz két ilyen haromszog van.

2 pont

2 pont

1 pont

(6 pont)

1 pont

3 pont

1 pont
1 pont



Kezdok I-I1. kategoria, I1. fordulo
Kezdok III. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. Egy osztdlyban minden didk jar a haromféle szakkor valamelyikére: 17-en matematikara,
13-an fizikdra és 11-en kémidra. Azok szdma, akik pontosan kétféle szakkorre jarnak ép-
pen négyszerese azok szdmdénak, akik mindhdrom szakkoron részt vesznek. Hényan jarnak
mindharom szakkorre és mennyi az osztdlylétszdm, ha az osztdlyba jaré fiuk egyharmad ré-
sze szemiiveges, valamint a nem szemiiveges fiik szdma egyenld a lanyok szamaval?

2. Van 6-6 piros és zold matricank, melyeken az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok taldlhaték mind-
két szin esetében. Felragasztottuk valahogyan a piros matricdkat egy kocka 6 oldaldra. Ezt
kovetben a zold matricdkat is felragasztjuk egy-egy oldalra. Ezutdn a kocka minden egyes
csucsdra rairjuk, hogy mennyi a cstcsot tartalmazé kockalapokon 1évd 3 piros és 3 zold szam
Osszege. A zold matricdk akkor lettek helyesen felragasztva, ha az Gsszes cstcsra ugyanaz
a szam Kkeriilt. Hogyan ragaszthattuk fel a piros matricdkat, ha az deriil ki, hogy a z6ld mat-
ricak felragasztidsdra pontosan 6-féle helyes mddszer van? Adjunk meg legaldbb egy meg-
oldést!

3. Hatarozzuk meg azokat a linedris f(x), g(x), h(z) (z € R) fiiggvényeket, melyekre

-1, ha =z < —1,
F(z) = |f(2)| = |9(@)| + k() =32 +2, ha —1Zz<0,
—2r+2, ha 0= .

4. Tudjuk, hogy n = 2°° - 3%, Hany olyan pozitiv osztéja van az n* szdmnak, mely kisebb
n-nél és nem osztdja n-nek?

5. Az ABC egyenl6 szari haromszog derékszogt csticsa C. Az AC befogén felvessziik az
E és F pontokat ugy, hogy CE = F A teljesiiljon! Legyen @ pont a C csticsbdl a BE-re
bocsatott merGleges talppontja, mig R a C'(Q egyenes és az AB atfogd metszéspontja! Ha-
tarozzuk meg, hogy a C RF'< felezGje mekkora szdget zar be a BC befogd egyenesével!

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy osztalyban minden didk jar a hdromféle szakkor valamelyikére: 17-en matematikara,
13-an fizikdra és 11-en kémidra. Azok szdma, akik pontosan kétféle szakkorre jarnak ép-
pen négyszerese azok szdmdnak, akik mindhdrom szakkoron részt vesznek. Hanyan jarnak

(6 pont)

(6 pont)

(8 pont)

(10 pont)

(10 pont)



mindhdrom szakkorre és mennyi az osztdlylétszdm, ha az osztdlyba jaré fiik egyharmad ré-
sze szemiiveges, valamint a nem szemiiveges fiuk szdma egyenld a lanyok szamaval?

Megoldas. Mivel minden didk jar valamelyik szakkorre, ezért az osztalylétszamot megkap-
hatjuk dgy, hogy a 17, a 13 és a 11 6sszegébdl levonjuk egyszer a pontosan két szakkorre
jarok szdmat és kétszer azokét, akik mindhdrom szakkorre jarnak.

Jeloljiik z-szel a mindhdrom szakkorre jarok szamét! Ekkor pontosan két szakkorre 4 didk
jar.
Igy az osztilylétszamot a 17 + 13 4+ 11 — 4z — 2z = 41 — 6x Gsszefiiggés adja meg.

Mivel a fitik szdménak a kétharmad része egyenld a lanyok szamaval, ezért az osztalylétszam
oszthat6 ottel.

Tehat az osztalylétszam egy olyan oOttel oszthaté szdm, amely egy hattal oszthaté szammal
kisebb 41-nél. Felirva a lehetséges értékeket {35,29,23,17,11,5} kapjuk, hogy az osztaly-
1étszam 35, igy mindhdrom szakkorre 1 didk jar.

Egy ilyen lehet6séget mutat az aldbbi halmazébra.

s (2)
avh

2. Van 6-6 piros és zo6ld matricank, melyeken az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok taldlhaték mind-
két szin esetében. Felragasztottuk valahogyan a piros matricdkat egy kocka 6 oldaldra. Ezt
kovetben a zold matricdkat is felragasztjuk egy-egy oldalra. Ezutdn a kocka minden egyes
csucsdra rafrjuk, hogy mennyi a cstcsot tartalmazé kockalapokon 1évd 3 piros és 3 zold szam
osszege. A zold matricdk akkor lettek helyesen felragasztva, ha az Osszes cstcsra ugyanaz
a szam keriilt. Hogyan ragaszthattuk fel a piros matricdkat, ha az deriil ki, hogy a z6ld mat-
ricdk felragasztdsara pontosan 6-féle helyes mddszer van? Adjunk meg legaldbb egy meg-
old4st!

Megoldas. FElGszor belatjuk, hogy pontosan akkor helyes egy felragasztas, ha a szemkozti
lapokon 1év6 2-2 szam Osszege megegyezik. Egyrészt nyilvanvald, hogy egy ilyen felragasz-
tas helyes, hiszen minden csicsban egy-egy oldal taldlkozik a szemkozti oldalparokbdl, igy
minden csdcsra ugyanaz lesz a kérdéses 3 piros és 3 zold szdm Osszege. Mdsrészt tekint-
stink egy helyes felragasztast. Ekkor a kocka tetszdleges €lének két végpontjan is ugyanaz
a szam kell, hogy szerepeljen. Marpedig e két csticshoz tartozé lapok koziil 2-2 megegye-
zik. A nem megegyez0 lapok pedig éppen szemkoztes lapok, tehat azonos kell, hogy legyen
e két szemkoztes lapon 1€v6 2-2 szdm Osszege. Barmelyik szemkoztes lappérra van egy Sket
0sszekotd él, melyre ez a gondolatmenet érvényes.

A tovabbiakban tehat elegendd a szemkoztes lapparokra figyelni. Az el6z6ek szerint a zold
matricdk felragasztdsa akkor lehet helyes, ha a szemkoztes lapparokon a piros és a zold sza-
mok kiilonbségének abszolit értéke megegyezik. (Pl. piros: 2, 4; zold: 3, 1. itt a kiilonbség
a pirosakndl 2, a zoldeknél —2.)

(6 pont)

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

(6 pont)

2 pont

1 pont



Ezek utdn elég taldlnunk a piros szdmoknak egy olyan felragasztisat, amelynél a szemkoztes
lapok szdmainak kiilonbsége mindig megegyezik, mert ekkor ugyanezek a szdmparok hasz-
ndlhatok a zold szdmok felragasztasandl tetsz6leges permutdcidban, ezekbdl pedig a 3 lappér
esetében éppen 6 db van.

Erre 2-féle lehetéség is van: 12, 34, 56; illetve 14, 25, 36. (Itt pl. az ,,12” azt jeloli, hogy
az egyik szemkoztes lappédrra az 1-es és 2-es piros szdmok vannak felragasztva.) Az elso-
nél a szemkoztes lapokon 1€vé szdmok kiilonbsége mindig 1, a masodikndl pedig mindig 3.
Az els6 esetben minden olyan zo6ld felragasztas helyes lesz, mely a 21, 43, 65 szampérokkal
dolgozik, az iménti hdrom szampar tetszSleges sorrendje mellett. Hasonléan, a masik esetnél
a 41, 52, 63 szdmpdarok adnak helyes ragasztdsi sémat, tetsz6leges parositdsban alkalmazva.
Mar csak azt kell végiggondolni, hogy az 1-t8l 6-ig 1évé szamokat csak egyféleképpen le-
het 3 parba osztani igy, hogy a pdrok tagjai kozotti kiillonbség mindig azonos (1, illetve 3)
legyen. Ez viszont nyilvdnvald, hiszen a legkisebb szdm (az 1-es) parja egyértelmien kije-
I6lhetd, a fennmaradé szamok koziil a legkisebb parja pedig ezek utdn szintén mindig egy-
értelmiien adodik.

Ha a versenyzd a fonti két megoldds koziil az egyiket megtaldlja, és teljes indokldst ad arra,
hogy valoban pontosan 6-féle helyes ragasztdst tesz lehetové, akkor mdr jdr a 6 pont. A md-
sik megoldds megtaldldsdért +1 pont jdr, amennyiben pedig sikeriil beldtnia (pl. az dsszes
eset modszeres végignézésével), hogy nincs is tobb megolddsi lehetdség, tovdbbi +2 pontot
kaphat.

3. Hatdrozzuk meg azokat a linedris f(x), g(z), h(x) (x € R) fiiggvényeket, melyekre

-1, ha z < —1,
F(z) = |f(x)| - [g(x)] + h(z) ={3z+2, ha —1Z2<0,
—2x+2, ha 0=z

Megoldas. Mivel F'(z) intervallumonként konstans és elsGfokd fiiggvényekkel van meg-
adva és a hozzarendelési szabdlyok alapjan az abszolutértékes kifejezések eldjelvaltasi helyei
az v = —1 és az x = 0 helyek, ezért célszerli F'(x)-et az aldbbi alakban keresni:

F(z) = |a(z + 1)’ F |bx| + cx + d.

Ekkor
(c—at+br+d—a, ha xz< -1,
Fz)=<q(a+ctbr+a+d, ha —1Z2<0,
(aFb+c)x+a+d, ha 0=x.

Az egyiitthatdk egyeztetése alapjan

c—a=xb=0, d—a=—1,
a+cEtb=3, a+d=2,
aFb+c=-2, a+d=2.

1 pont

2 pont

(8 pont)

2 pont

2 pont

2 pont



3 5 1
Az egyenletrendszer megolddsaként kapott értékek: a = > b= ii’ c=—1éd= 5
A keresett fiiggvények pedig a kdvetkez6k:

3 3
R—-R — —
f — R, xr—>23:+2,

5
g: R — R, a;b—>§x,

1
h: R — R, xl—>—x+§.

A kapott fiiggvények teljesitik a feladat feltételét. 2 pont

4. Tudjuk, hogy n = 2% . 3%°. Hany olyan pozitiv oszt6ja van az n’> szamnak, mely kisebb

n-nél és nem osztdja n-nek? (10 pont)

Megoldas. Nézziik a problémat 4ltaldnosan!

Legyen az n egynél nagyobb pozitiv egész szdm kanonikus alakja n = p" - ¢°, ahol p, ¢
két kiilonbozd primszam. Ekkor n? kanonikus alakja n® = p* - ¢*°. Mint tudjuk az egynél
nagyobb pozitiv egész szidm pozitiv osztéinak a szdmét meghatdrozhatjuk a kanonikus alak-
bél. Igy az n pozitiv osztéinak a szdma (r + 1)(s + 1), mig az n* pozitiv osztéinak a szdma
(2s+1)(2r +1). 2 pont

Az n? oszt6i koziil minden egyes n-nél kisebb pozitiv osztéhoz hozzirendelheté pontosan
egy n-nél nagyobb oszt6. Ez a hozzarendelés kolcsonosen egyértelmt, mert kiillonb6zékhoz,
kiilonb6zdk tartoznak. 1 pont

Az igy kapott osztéparok tagjainak a szorzata n’. Az elézGek alapjan pontosan annyi n-nél
kisebb pozitiv osztéja van az n’-nek, mint n-nél nagyobb. 1 pont
Ezek szdma:
2r+1)(2s+1)—1
2

=2sr+ s+ 2 pont

Az n miden oszt6ja, osztéja n>-nek is. 1 pont

Igy n’-nek

Qr+1)2s+1)—1

—((r+1)(s+1)—1)=2sr+s+r—rs—r—s=rs

2
olyan pozitiv osztéja van, amely n-nél kisebb és nem osztdja n-nek. 2 pont
fgy a vélasz: 600. 1 pont

(Ha a problémait ilyen éltaldnos alakban helyesen megoldja, +1 pont adhatd.)

5. Az ABC egyenl§ szard haromszog derékszogi csicsa C. Az AC befogdn felvessziik az
E és F pontokat tgy, hogy CE = F A teljesiiljon! Legyen () pont a C' csicsbol a BE-re



bocsétott merSleges talppontja, mig R a C'(Q) egyenes és az AB atfogd metszéspontja! Ha-
tarozzuk meg, hogy a C RF'< felezGje mekkora szdget zar be a BC befogd egyenesével!

Megoldas.

A R

B

Készitsiink 4brét!

Belatjuk, hogy CRB< = ARF<, ebbdl kovetkezik,
hogy a C'RF'< felezbje merSleges az AB egyenesre,
amibdl kapjuk, hogy a kérdezett szog 45°.

Tiikrozzikk a C' A oldalt az AB atfogéra! A C pont
tikorképe legyen C’'! A CR és az AC' met-
széspontja legyen F'! Mivel az ABC hérom-
szog egyenld szard derékszogli haromszog, ezért

CAB< = 45°, igy a tiikrozés miatt BAC' < = 45°, tehat CAC'<t = 90°.

C

F/

C/

Mivel CF’' merSleges EB-re és AC merleges
BC-re, ezért ACF'<< = EBC<, hisz mer6leges
szard hegyesszogek.

Az EBC és a CAF’' hdromszog derékszogl, vala-
mint ACF'<c< = EBC< és BC = CA, igy a két ha-
romszog egybevago.

Ebbsl kovetkezik, hogy AF = CE = AF’, tehit
F' az F pont AB egyenesre vett tiikorképe, igy
ARF< = F'RA<«.

Az F'RA< = CRB<, mert csticsszogek. Ez alapjan
ARF< = CRB<.

Vagyis a keresett szog 45°.

Kezdok I. kategoria, 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Egy 60 lapbdl 4ll6 kézirat oldalait rendre megszdmoztdk az 1, 2, ..., 120 oldalszdmokkal.
A kézirat néhdny lapja azonban elveszett. A megmaradt lapok oldalaira irt szdmok Osszege

7159. Héany lap veszett el?

2. Az ABC héaromszog BC, C A, AB oldalain adottak a D, E, F' pontok tgy, hogy az AD,
BE, CF szakaszok egy kozos O pontban metszik egymast. Hatdrozzuk meg az OF szakasz
hosszat, ha AO =23, BO =24, CO =29, OD =7 és OF = 8 egység hossziisigu!

(10 pont)

1 pont

2 pont

3 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



3. Legyen z, y, z hdrom paronként kiilonb6z6 nem nulla valés szdm! Hatdrozzuk meg az
xyz szorzat értékét, ha tudjuk, hogy

1 1 1
T+ —-=y+-=z+ !
Y z T

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy 60 lapbdl 4ll6 kézirat oldalait rendre megszamoztdk az 1, 2, ..., 120 oldalszdmokkal.
A kézirat néhany lapja azonban elveszett. A megmaradt lapok oldalaira irt szdmok Osszege
7159. Héany lap veszett el?

Megoldas. Eredetileg a konyv oldalszamainak 6sszege: 1 +2+3+...4+ 120 =121-60 =
= 7260. gy az elveszett lapokra irt oldalszamok Gsszege 7260 — 7159 = 101. Egy lapon két
oldalszdm taldlhat6, egy paratlan (2k — 1), és egy pdros (2k). Ezek osszege 4k — 1 (k = 1).
Ha s db lap veszett el, akkor a teljes Osszeg

dky — 1 +4dky— 1+ ... +4ks—1=4(k1+kr+ ...+ ks) — s

értékkel csokken. Tehét 4(ky + ky + ...+ ks) — s = 101, amibdl kovetkezik, hogy s négyes
maradéka 3. Ebbdl
(s+1)

101:4(l<:1+l<:2+...+ks)—534(1—1—2—}-...—!—3)—5:4%—3:

=25 +s5==502s5+1).

Mivel s =7 esetén az s(2s+ 1) = 105, ezért s < 7. Igy s =3 lehet csak, mert a négyes
maradéka 3. Ekkor k; + k; + k3 = 26, amelynek nyilvan van péaronként kiilonbozd pozitiv
egészekbdl allé megoldasa (pl. 1, 2, 23), tehat harom lap veszett el.

2. Az ABC héaromszog BC, C A, AB oldalain adottak a D, E, F' pontok gy, hogy az AD,
BE, CF szakaszok egy kozos O pontban metszik egymast. Hatdrozzuk meg az OF szakasz
hosszat, ha AO =23, BO =24, CO =29, OD =7 és OF = 8 egység hossziisagu!

C Megoldas. Vezessikk be az ABC' hiromszog
részeinek teriiletére az 4abrdn lathaté jelolése-
ket. Az ABO és ABC haromszogek alapja ko-
z0s, magassagaik ardnya pedig OF : C'F. Te-
rilleteik ardnya igy

OF t + 12
CF  ti+ty+ts+tg+ts+ts
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Hasonléan kapjuk a kovetkez6 ardnyokat:

OD_ t3 + 14
AD  ti+th+t3+ts+ts—+tg
OE ts + to

BE ti+tattsttsttstte

Az el6bbi egyenletek 6sszeaddsaval az

oD . OF N Oor
AD  BE CF
Osszefliggés adodik.

A megadott hosszisdgok behelyettesitésével:

or _, oOob OE_ 7 8 31
CF AD BE 30 32 60’
_or 31
29+ OF 60

Innen pedig 4trendezéssel addédik, hogy:
OF =31.

A keresett szakasz tehdt 31 egység hosszusdgu.

3. Legyen x, y, z harom paronként kiilonb6z6 nem nulla valés szam! Hatarozzuk meg az
zyz szorzat értékét, ha tudjuk, hogy

1 1
Megoldas. Tekintsiik az egyenlGségeket kiilon-kiilon! Rendezziik at az « + — =y + —
Y z

egyenléséget az alabbi médon:

1 1

rT—Yy=—-—--y

<Y

Yy—z

r—y= )
Yz

Yy—z

Yyz = .
r—y

(Az utolsé atalakitds korrekt, hiszen z, y és z paronként kiilonbozbek.)
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1 1 —
Ehhez hasonléan kapjuk a z+ — =y + — egyenldségbdl, hogy zx = u, illetve
x z y—2z

1 1 P
az+ — = x4+ — egyenléségbdl, hogy yr = u. Igy
x Y T —z

y—x Yy—=z z—x_l

TY Yz 2x =
rT—z T—Y Y—=2

1
Tehat az zyz szorzat értéke 1 vagy —1. Mindkét eset el§ is fordulhat: z =1, y = —5

z = —2 esetén xyz = 1, ellentett szdmok esetében pedig a szorzat értéke —1.

Kezdok II. kategoéria, 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Hény olyan sorrendje van a 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2012 és a 2013 szdmoknak,
melyben barmely négy egymast kovetd szdm 0Osszege oszthaté 3-mal?

2. Adott egy kor az AB atmérgjével. Legyen C' a korvonal A-tdl és B-t8l kiilonb6zd pontja!
Az ABC haromszog AB oldalan felvesszilk a D és E pontot Ggy, hogy AD = AC és
BE = BC teljesiiljon. Legyen k; a BC' befogét érinté D kozéppontd, mig k, az AC be-
fogét érinté6 E kozéppontd kor! Legyen T az ABC' haromszog beirt korének, mig T a k;

és T, a k, kornek a teriilete! Hogyan vegyiik fel a C' pontot, hogy a tort értéke

T+1T>
maximdlis legyen? Mekkora ez a maximadlis érték?

3. Az z, y, z egész szdmokra teljesiil, hogy x + y + 2z = 2. Tudjuk, hogy az

1 1 1
+ +
zy+z2—1 yz4+ax—-—1 zzx+y—1

0sszeg egy primszdm reciprokdval egyenld. Melyik ez a primszdm?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hény olyan sorrendje van a 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2012 és a 2013 szdmoknak,
melyben barmely négy egymast kovetd szdm Osszege oszthaté 3-mal?

Megoldas. Minket csak a megadott szamok harmas maradékai érdekelnek. Ezek rendre O, 1,
2,0, 1, 2, 0, melyek Osszege oszthaté 3-mal. Legyen a szdmok, egy a feladatnak megfeleld
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sorrendje ny,ny, ..., n7! Mivel ekkor 3 | (ny +ny +n3 +n4) és 3 | (ng +ns +ne +n7), igy
3 | ny 4+ ny 4+ n3 4+ ng + ng + ns + ne + n7. De a hét szdm harmas maradékdnak az dsszege
oszthat6 3-mal, igy az el6zGek alapjan 3 | ny4. EbbOl kovetkezik, hogy 3 | ny + ny + n3, ami
csak dgy lehet, hogy az els6 harom szdm hdrmas maradéka paronként kiilonboz6, azaz 0, 1,
2 valamilyen sorrendben. Mivel 3 | ny 4+ny +n3+mn4 és 3 | np+n3+mng+ns, igy 3 | ns —ny,
hasonldan 3 | ng — ny és 3 | n; — n3, azaz harmas maradékaik paronként egyenldk, ezért az
els6 harom szdm meghatdrozza az utols6 harmat. Ez alapjan n4 haromféle lehet, mig n, ny,
ns3 értékeit 2° - 3! féleképpen vilaszthatjuk meg, igy a feladatnak megfelels sorrendek szama
3.2%.31 = 144.

2. Adott egy kor az AB atmérgjével. Legyen C' a korvonal A-tdl és B-t6l kiilonb6z$ pontja!
Az ABC haromszog AB oldalan felvesszik a D és E pontot ugy, hogy AD = AC és
BE = BC teljesiiljon. Legyen k; a BC' befogét érinté D kozéppontd, mig k, az AC' be-
fogét érint6 E kozéppontd kor! Legyen T az ABC' hiromszdg beirt korének, mig 7' a k;

és T, a k, kornek a teriilete! Hogyan vegyiik fel a C' pontot, hogy a tort értéke

T
T+ T
maximdlis legyen? Mekkora ez a maximaélis érték?

Megoldas. Thalész tételébdl kovetkezik, hogy az ABC haromszog derékszogl, melynek
atfogdja AB.

G Készitsiink abrat!
Legyen a haromszog atfogdjahoz tartozé magas-
F saga CT'! Mivel AD = AC, ezért
: ky 180° —
k Y ADC« = % :90°—%,
A \ E T\ D /B

igy DCT = %. Mivel BCT'< = «, ezért DC

a BCT szog felezGje. Igy D egyenld tavolsigra van a CT és CB egyenesektdl, tehdt k
érinti CT'-t is. Mivel C'T' merSleges DT -re, ezért az érintési pont 7. Hasonldan belathato,
hogy ko T-ben érinti CT-t. Ebbdl kovetkezik, hogy ED = R+ r. Mivel EB = BC = a és
AD = AC = b, ezért ED = a+ b — c. Ismert, hogy a derékszogli hairomszog beirt korének
sugara 1, = (a + b — ¢)/2, igy r, = (R + r)/2. Ezek alapjan

- +r2+R2 2’

T  orfr T+ R+2rR 1 2R\ 2 1
Ti+T, rr+Rr r2+R 402+ RY) 4 4

hisz 2Rr < R?+72 < 0 < (R —r)*. Egyenléség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha R = r,
azaz ha az FDC haromszogben a C'T" magassag egyben szimmetriatengely, tehat az EDC
hdromszog egyenld szard. Ekkor a DCT és ECT szogek egyenldk, tehdt o/2 = /2, azaz
«a = f3, tehat az ABC haromszog egyenl$ szard. Tehat a tort értéke akkor maximalis, ha C'

az AB iv felezGpontja. A maximalis érték 7
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3. Az z, y, z egész szdmokra teljesiil, hogy x + y + 2z = 2. Tudjuk, hogy az

1 1 1
+ +
zy+z2—1 yz+ax—-1 zzx+y—1

0sszeg egy primszdm reciprokdval egyenld. Melyik ez a primszdm?
Megoldas. Mivel z +y + z=2,1igy z — 1 =1 — x — y. Ez alapjan
xyt+z—l=oy—z—y+1=(x—1)(y—1).
A tobbi ehhez hasonldan 4talakithaté:
yz+or—1l=(@y—1)(z—1) é& zx+y—1=(z—1)(xz—1).

Ez alapjan az algebrai tortek 0sszege

1 1 1
:Uy+z—l+yz+a:—1+zx+y—l -
1 1 1
TG0 G-DGE-D " GoDE-1)
r+y+2-3 -1
T @ DE-DE-D T @D -NE-1)
Legyen a primszam q!
Ekkor (z —1)(y—1)(z — 1) = —q. Azaz felirtuk a ¢ primszam ellentettjét harom egész szdm

szorzataként, ami csak Ugy lehetséges, hogy a tényezdk koziil az egyik 1, a masik —1, a har-
madik ¢, vagy kettd darab 1-gyel egyenld és a harmadik —g-val, vagy kett6 —1-gyel egyenld

egy pedig —g-val.
Az eld eset teljesiil, ha pl. x =2, y =0, z = ¢+ 1 (ez szimmetria okokbdl feltehets), ebbdl
kapjuk, hogy 2 + 0+ ¢ + 1 = 2, amibdl kapjuk, hogy ¢ = —1, ami nem prim.

A madsodik eset teljesiil, ha pl. x =2, y =2 és z = —q + 1. Ebbdl kapjuk, hogy

24+2—q+1=2, azaz q=3.

A harmadik esetén pl. £ =0, y =06s z=—qg+ 1. gy 0+ 0+ —g+ 1 =2, innen ¢ = —1.
A g =3 esetben tehit x =2, y =2, z = —2. Ekkor a feladatban szerepld tortek egyiké-

P

nek sem 0 a nevezdje. Ellendrzéssel meggy6zddhetiink az eredményiink helyességérdl. Tehat
a keresett prim a 3.
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Kezdok III. kategoria, 2. (donto) fordulé

Feladatok

1. Az z, y, z egész szamokra teljesiil, hogy x + y + z = 2. Tudjuk, hogy az

1 1 1
+ +
zy+z—1 yz+x—-1 zz4+y—1

Osszeg egy primszam reciprokaval egyenld. Melyik ez a primszam?

2. Tekintsiik azokat az emeletes hatvanyokat, melyek csupa 2-es szdmjegy felhasznalasaval
alkothatok. (Tehdt a kovetkezd szdmok szerepelhetnek benniik az egyes szinteken: 2, 22,
222,2222,...,222...2 = By.)
—
k

Melyik a legnagyobb értékd ilyen emeletes hatvany, amely pontosan 2013 db 2-es szdmjegy
felhasznéldsaval képezhet?

3. Adott az ABC tompaszogii haromszdg. (A C-nél 1évs szog nagyobb 90°-ndl.) Bizonyit-
suk be, hogy az ABC haromszog feldarabolhaté 7 db hegyesszogli haromszogre.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az z, y, z egész szamokra teljesiil, hogy = 4+ y + z = 2. Tudjuk, hogy az

1 1 1
+ +
zy+z2—1 yz4+ax—-1 zx+y—1

0sszeg egy primszdm reciprokdval egyenld. Melyik ez a primszam?
Megoldas. Mivel z +y + 2z =2,igy z— 1 =1 — x — y. Ez alapjan
ry+z—l=asy—oc—y+1=(z—-1)(y—1).
A tobbi ehhez hasonldéan atalakithato:
yz+zrz—1=(@y—-1)(z—1) é zz4+y—1=(z—-1)(z—-1).

Ez alapjan az algebrai tortek Osszege

1 1 1
xy+z—l+yz+x—1+zx+y—1 -
1 1 1
TE-NG-  G-0E-1  G-DE-1
r+y+2z2-3 -1

S @-D-DE-1) @-Dy-DE-1)

15




Legyen a primszdm ¢!

Ekkor (z —1)(y—1)(z — 1) = —q. Azaz felirtuk a ¢ primszam ellentettjét hirom egész szdm
szorzataként, ami csak gy lehetséges, hogy a tényezdk koziil az egyik 1, a masik —1, a har-
madik ¢, vagy kettd darab 1-gyel egyenld és a harmadik —g-val, vagy kett6 —1-gyel egyenld
egy pedig —g-val.

Az el§ eset teljesiil, ha pl. z =2, y =0, z = ¢+ 1 (ez szimmetria okokbdl feltehetd), ebbdl
kapjuk, hogy 2 + 0+ ¢ + 1 = 2, amibdl kapjuk, hogy ¢ = —1, ami nem prim.

A masodik eset teljesiil, ha pl. x =2, y =2 és z = —q + 1. EbbdI kapjuk, hogy

24+2—q+1=2, azaz q=3.

A harmadik esetén pl. £ =0,y =06s 2= —q+ 1. gy 0+ 0+ —¢g+1 =2, innen ¢ = —1.
A q =3 esetben tehat x =2, y = 2, z = —2. Ekkor a feladatban szerepld tortek egyiké-

7~ 7z

nek sem 0 a nevezdje. Ellen6rzéssel meggy6z6dhetiink az eredményiink helyességérdl. Tehét
a keresett prim a 3.

2. Tekintsiik azokat az emeletes hatvdnyokat, melyek csupa 2-es szdmjegy felhaszndldsdval
alkothatok. (Tehdt a kovetkez6 szamok szerepelhetnek benniik az egyes szinteken: 2, 22,
222,2222,...,222...2 = By.)

k
Melyik a legnagyobb értékd ilyen emeletes hatvany, amely pontosan 2013 db 2-es szdmjegy
felhasznalasaval képezhets?

1. megoldas. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Egy k szintli emeletes hatvany legalso
szintjén levs szdm legyen A, a folotte levé A,, majd Aj stb., végiil a legfels szinten
1évo Ak

a) Eldszor megmutatjuk, hogy a legnagyobb szdmként csak olyan emeletes hatvdny johet
szoba, melynél minden l-re teljesiil, hogy A; < Apy.

Ennek igazoldsdhoz elészor belatjuk, hogy: B,(ﬁ’;)z < B/,(CB’““)z (r 21, x = 1). Miutdn ezt
igazolni fogjuk, mar egyszer(i a dolgunk: ha ldtunk az emeletes hatvanyban szomszédos szin-
teken forditott sorrendben 1évé szamokat, akkor felcseréljitkk Sket, és ezzel garantaltan no-
veljik a hatviny értékét. Szomszédos szdmok cseréjével pedig végiil eljuthatunk a teljesen
rendezett dllapotig.

B]ii’;) "< B]E:Bk”)z bizonyitasa:

Az egyszerliség kedvéért vezessiik be atmenetileg a kovetkezd jeloléseket:

a = By, illetve b = By. Tehat b < a, s6t 10b < a. Bizonyitand6, hogy a® <™.
Eldszor tekintsiik a b = 2 esetet.

Legyen 2"~ < a < 2™, Bkkor a®* < 2"2" illetve 22" """ < 29" Elég tehat bizonyitanunk,
hogy 272" < 227" Bz ekvivalens azzal, hogy n - 2% < 20"™1% azaz, hogy n < 207727,
Mivel b < a, ezért a < 2"-bdl kovetkezik, hogy n = 5. n = 5-re 5 < 2% trividlisan igaz, a
tobbi n-re teljes indukciéval adédik a kivant egyenl6tlenség. (Bal oldal 1-gyel nd, jobb oldal
2-szeresére valtozik.)
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Legyen most b > 22 és b < a < b?, vagyis az el6z6 eset jelolésével élve: n = 2.

Ekkor a®* < b**". Elég megmutatnunk tehat, hogy b*" < b®", azaz, hogy 2b® < a®. Mivel
viszont 10b < a, ezért 2b° < 106" < a”.

Legyen végiil b > 22 és n > 3 olyan egész szam, melyre b" ' < a < b".

Ekkor a®” < b™*". Elég tehat beldtnunk, hogy b"*" < b%", azaz, hogy n- b < a®. 0" ' < a
miatt 5* 1) < 4®, ezért elég beldtni, hogy n - b* < b°~ 1, ami egyenértékii azzal, hogy
n < b*" 2 p=3rqa 3 < b =2, Nagyobb n-ekre teljes indukcidval lathatd, hogy
igaz az egyenl6tlenség. (n-et 1-gyel novelve a bal oldal 1-gyel nagyobb, a jobb oldal viszont
b*-szeresére nd.)

b) Konnyen igazolhaté a kovetkezd Osszefiiggés:
1>2re: By <25

Valéban, teljes indukciéval: [ = 2-re: 222 < 1024 = 2!° < 2?2, Ha pedig valamely k-ra mér
belattuk, hogy By < 25, akkor k + 1-re:

Bjinr < 2% By <2428k = 2Bkt < 9Bk

c) Szintén konnyen adodik, hogy:
222 < 2%,

Valgban: 222 < (29)% = 2722 < 2% < 27",

222

d) Most mdr egyszerii beldtnunk, hogy a keresett legnagyobb emeletes hatvdny: 2% , ahol
az als6 2011 db szinten 2-es szdm szerepel, a legfels szinten pedig 22.

— Ha a legfelsd szinten 1év6 By szdm 3, vagy tobb jegyi lenne, akkor a b) pont szerint
tudndnk novelni a hatvany értékén, ha kicseréljiik Bj-t 25+-1-gyel.

— A legfelsé szam tehdt legfeljebb 22 lehet. Ekkor viszont a ¢) pont miatt nem lehet alatta
22-es szam, hiszen akkor a legfelsd két szinten 1évé 222t 22" re cserélve megintcsak no-

velhetnénk a hatvany értékén.

— Ezért tehat valoban az a legnagyobb hatvany, melyben csak a legfels6 szinten van 22-es,
alatta pedig csupa 2-esek, hiszen ez nagyobb anndl a hatvanyndl is, melyben minden szinten
2-es szam szerepel. g

2. megoldas. Jelolések. Pozitiv egész m-re bevezetjik az aldbbi két jelolést. Legyen
2, =2(10™ —1)/9, azaz m darab kettesbdl dll6 szam. Legyen tovabbd A(m) a kovetkezG:
A(1) =2, A(2) = 22, m > 2-re pedig A(m) = 241,

A feladatunk az, hogy megmutassuk, hogy az n darab kettesbdl allé emeletes hatvanyok ko-
ziil A(n) a legnagyobb, és minden mds kisebb néla. Teljes indukciéval bizonyitunk. Az al-
litds n = 1, 2-re nyilvanvalé: Tegyiik fel, hogy n — 1-ig igaz, ldssuk n-re, ahol n = 3.

1. segéddllitds. Ha m > 1, akkor 2''™ > 2,..,.

Bizonyitds. Ez m = 1-re nyilvanvalé (2'! = 2048 > 22). Ha pedig valamely m-re igaz, akkor
m—1
1™ = 11™ . 11 > 11™ + 11, hiszen 11™ > 11/10, vagyis 2'! i legalabb még 11 darab

17



2-es tényezGt tartalmaz, ami legaldbb 2048-szorosédra noveli 2! -et, 2,4 /2m < 100, hiszen
2,,+1-nek csak eggyel tobb jegye van, mint 2,,-nek. Innen indukcidval kész. g

2. segéddllitas. Ha m = 1, akkor A(m + 1) = 11A(m).

Bizonyitds. Ez m = 1-re nyilvanvalé. Ha k > 10, akkor 2¥ > 11k (k = 10-re 1024 > 110,
utdna a bal oldal kétszeresére, a jobb oldal 11-gyel ng, ami (k + 1)/k < 2 miatt kevesebb,
mint a kétszerese, indukcid, mint az el6bb). Ha m = 2, akkor A(m) > 10, és ezzel készen
is vagyunk. O

Most tegyiik fel, hogy adott a B, n darab kettesbdl allé6 emeletes hatvany.

(1) Ha a legals6 alapban 2-es 4ll, akkor az indukcids feltevés alapjin
B =29 <2407 — A(p),

egyenlGség pontosan akkor ll fenn, ha C' éppen A(n — 1), ekkor B éppen A(n).

(2) Ha a legalsé alap maga B, akkor B =2, < 2%,1, hiszen egy n — 1 jegyl szdm négyzete

legaldbb 2n — 3 jegyti, B pedig n jegyl: ha n > 3, akkor ez elég is, n = 3-ra 22> > 222
trividlisan. Ezzel ezt az esetet visszavezettilk arra, amikor B valdban egy hatvany.

(3) Maradt tehat annak bizonyitdsa, hogy ha B legalsé alapja 2,,, ahol 1 < m < n, akkor
B < A(n). Haszndlva az indukcids feltevést és a segédallitdsokat:

B = 27101 < zﬁ(nfm) < (211m—1)A(n—m) _ zllm_lA(nfm) < 2A(n71) _ A(TL)

3. Adott az ABC tompaszdgii haromszdg. (A C-nél 1évé szog nagyobb 90°-ndl.) Bizonyit-
suk be, hogy az ABC haromszog feldarabolhaté 7 db hegyesszogili haromszogre.

Megoldas. Huzzuk be az ABC haromszog szogfelezdit, ezek legyenek rendre f,, fy és fe.
Tudjuk, hogy a harom szogfelez6 egy pontban metszi egymast, ez pedig az ABC harom-
szog beirt k korének O kozéppontja. A k beirt kor sugara legyen r, atmérgje d. A megfeleld
oldalakon taldlhat6 érintési pontok legyenek rendre A, B’ és C’'. A k kor és az f, szog-
felez6 metszéspontja legyen K, mig a k kor és az f, szogfelez6 metszéspontja legyen L.
K-n, illetve L-en keresztiil hizzunk merGlegeseket az f,, illetve az f; szogfelezOkre, ezek
legyenek f. és f,. Az f. és f| egyenesek érintik a k kort a K, illetve L pontban. Az f,
egyenes messe AB-t D-ben, AC-t pedig E-ben. Az f} egyenes pedig messe AB-t F-ben,
mig BC-t G-ben.




Azt allitjuk, hogy a kovetkezé feldaraboldssal nyerhet6 7 hdromszdg mindig megfelels lesz.
A CEDFG otszdog a CO, FO, DO, FO, GO szakaszokkal felvaghaté 5 db haromszogre.
Ezekhez jarul még az ADFE és BGF haromszog.

Ez utébbi két haromszog egyenld szari hegyesszogli haromszog, tehat veliik nincs gond.
Most vegyiik sorra az 6tszog feldaraboldsaval keletkezd 5 db haromszoget.

(1) Eloszor tekintsik az EDO haromszoget. Mivel EK = KD, KO pedig merGleges
ED-re, ezért EDO egyenld szaru. Elég tehat a DOE szogr6l beldtni, hogy hegyesszog.
A DEA és a C'B'A hiromszogek hasonléak, hiszen mindkettS egyenlé szdrd. Ezért
d> B'C' > DE, tehit d > DE, ezért pedig a D E-re, mint 4tmérére emelt Thalész-kor su-
gara kisebb, mint r, igy pedig O a Thalész-koron kiviil van, tehdt valéban DOE<t < 90°.

(7) Anal6ég gondolatmenet mutatja, hogy az F'GO hdromszog is hegyesszogi.

(iii) Tekintsik most a DFO haromszdget. Mivel DK = DC’, KO = C'O = r, tovébbi
OKD< = 0C'D<x=90° ezért az OKD és OC'D haromszogek egybevigdak, tehat
a KDO és a C'DO szogek egyenléek, igy a C' DO szog hegyesszog. Analég gondolat-
menet révén adddik, hogy a C'FO szodg is hegyesszog, hiszen megegyezik az LFO szog-
gel. Mivel pedig DC’ = DK és C'F = FL, ezért DF = DK + FL = (ED +GF)/2. Lat-
tuk kordbban, hogy ED < d és GF < d, ezért DF = (ED + GF)/2 < d is teljesiil, tehat
a DF-re emelt Thalész-kor is kiilsejében tartalmazza az O pontot, igy pedig a DOF' szog
hegyesszog.

P

(1v) Most tekintsiik a GC'O hdromszoget. Az el6z6 gondolatmenet mintdjara adédik, hogy
GA'O egybevagé GLO-val, igy az A'GO szog megegyezik az LGO szoggel, tehat A'GO
hegyesszog. A'CO nyilvan hegyesszog, hiszen éppen a C-nél 1év6 tompaszog fele. A'CO
ugyanakkor éppen ezért nagyobb 45°-ndl, tehit az A'CO derékszogli hdromszdgben
A'CO< > COA'«, kbvetkezésképp r = A'O > A'C. Mivel pedig A’'G = GL < r-t mér ko-
rabban belattuk, igy CG = A'C + A'G < 2-r = d. Tehit a CG-re rajzolt Thalész-koron ki-
viil fog esni az O pont, igy pedig a COG szog is hegyesszog.

(v) Végill a CEO hiaromszogre a GC'O hdaromszognél elmondottak anal6gidjara igazolhatd,
hogy & is hegyesszogii.

Ezzel megmutattunk egy alkalmas feldaraboldst 7 db hegyesszogli hdromszogre.

A bizonyitas sordn semmit nem hasznaltunk fel az ABC haromszogrdl, azon til, hogy C-nél
tompaszog van.
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Haladok - I. kategoria, elso (iskolai) fordulo

Feladatok

1. Keressiik meg az 0sszes olyan egymads utdni egész szimokbdl allé szamotost, ahol az elsé
harom szdm négyzetének Osszege egyenld az utolséd kettd szdm négyzetének Osszegével!

2. Egy 2r sugard korbe r sugard koroket rajzolunk az dbra szerint. Hanyadrésze a fehéren
maradt teriiletek 0sszege a kozépen kialakuld négyzet teriiletének?

3. Melyek azok az N pozitiv egész szamok, amelyeknek primtényezds felbontdsaban csak
a 2 és a 3 hatvanyai szerepelnek, és N Osszes oszt6janak a szdma harmadrésze N2 oszt6i
szdmdanak?

4. Adott a sikon tiz pont, egy szabdlyos tizszog csucsai. Hanyféle médon valaszthatok ki
ezen pontok koziil egy olyan hidromszog csicsai, amely belsejében tartalmazza a tizszog
kozéppontjat?

5. Egy k-szor n-es sakktdbla (k > 1, n > 1) mindegyik mezdjén 4ll egy figura. Egy adott
jelre mindegyik figura egy, a sajat mezdjével élben szomszédos valamelyik mezére 1€p.
Ha k + n = 2012, akkor hdny darab (k;n) szampar esetén lehetséges, hogy a 1épések utdn
mindegyik mezdn legyen figura?

Megoldasok és javitasi atmutato
1. Keressiik meg az 0sszes olyan egymds utdni egész szdmokbdl 4116 szamotost, ahol az elsd
harom szdm négyzetének Osszege egyenld az utolséd kettd szam négyzetének Osszegével!
1. megoldas. Az els6 szamot x-szel jelolve irjuk fel az 6t szdm négyzetének Osszegét:
P4+ 1)+ (2 +2)° = (2 +3)7+ (2 +4)%
Végezziik el a négyzetre emeléseket. Osszevonds utdn kapjuk, hogy

2> —8x—20=0.

20

1 pont

2 pont



Oldjuk meg a masodfokd egyenletet:

L

IL.

III.

modszer:

Alakitsuk szorzattd: (x + 2)(z — 10) = 0.

Egy szorzat akkor nulla, ha egyik tényezdje nulla.

Azaz a masodfokd egyenletnek két gyoke van: az x; = 10 és az z, = —2.

Ezért a feladatot a {10, 11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szamotosok elégiti ki.
modszer:

Alakitsuk 4t az > — 8z — 20 = 0 egyenletet teljes négyzetté kiegészitéssel.

(x —4)* = 36.
Az egyenlet bal oldalin egy teljes négyzet van, a jobb oldalin egy négyzetszam. Igy
a fenti egyenlet igaz lesz, ha x —4 = 6 vagy ha x — 4 = —6.
Azaz a masodfoku egyenletnek két gyoke van: az z; = 10 és az z, = —2.
Ezért a feladatot a {10, 11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szamétosok elégitik ki.
modszer:

Oldjuk meg az z* — 8z — 20 = 0 mdasodfoki egyenletet a méasodfoki egyenlet megol-
doképletének segitségével:

~bE V12 —dac _ 8+£+/64 180 8+144 8+12

2a 2 2 ;T 4E6

T1o =

Azaz a masodfokd egyenletnek két gyoke van: az x; = 10 és az z, = —2.

Ezért a feladatot a {10, 11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szdamotosok elégitik ki.

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont

1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

2 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. A kozéps6 szamot x-szel jelolve frjuk fel az 6t szdm négyzetének Gsszegét:

(=27 4@ —-1) +2"=@+1)"+ (x+2)>

Végezziik el a négyzetre emeléseket. Osszevonds utdn kapjuk, hogy

22— 122 =0.

Oldjuk meg a masodfoku egyenletet:

L

modszer:

Alakitsuk szorzattd: z(x — 12) = 0.

Egy szorzat akkor nulla, ha egyik tagja nulla.

Azaz a masodfokd egyenletnek két gyoke van: az x; =0 és az x, = 12.

Ezért a feladatot a {10, 11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szdamotosok elégitik ki.
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2 pont

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont



II. moédszer:

Alakitsuk 4t azz® — 122 = 0 egyenletet teljes négyzetté kiegészitéssel.

(x —6)* = 36. 1 pont

Az egyenlet bal oldaldn egy teljes négyzet van, a jobb oldaldn egy négyzetszam. Igy

a fenti egyenlet igaz lesz, ha x — 6 = 6 vagy ha z — 6 = —6. 1 pont
Azaz a masodfokd egyenletnek két gyoke van: az x; =0 és az x, = 12. 1 pont
Ezért a feladatot a {10, 11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szdmotosok elégitik ki. 1 pont

III. médszer:

Oldjuk meg az 2* — 122 = 0 masodfoki egyenletet a masodfoki egyenlet megoldékép-
letének segitségével:

bt Vb —4dac 12+/144-0 12+£+/144 12412
Tip = = = = =6=%6. 2 pont
’ 2a 2 2 2
Azaz a masodfoku egyenletnek két gyoke van: az x; =0 és az x, = 12. 1 pont
Ezért a feladatot a {10, 11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szdmotosok elégitik ki. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Egy 2r sugard korbe r sugard koroket rajzolunk az dbra szerint. Hanyadrésze a fehéren
maradt teriiletek 0sszege a kozépen kialakul6 négyzet teriiletének?

Megoldas. A nagy kor sugara 2r. fgy a teriilete Thagyksr = 42, 1 pont

A kozépen kialakul6 kis négyzet oldala a kis kor 4tmérdje, azaz 2r. Igy a kis négyzet teriilete

2
Thégyzer = 47°. 1 pont

A szinezett részek teriilete 4 kis félkor teriiletének és kozépen 4 ives tartomdny teriiletének
Osszege. 1 pont

T27T

A kis félkorok teriiletének Osszege Trsiksrok = 4 - - 1 pont
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A kozépen 1évd négy ives rész teriiletének fele megkaphat6, ha egy ne-
gyed kis kor teriiletébdl kivonunk egy r befogdkkal rendelkezd egyenls-

»  széri derékszogli hdaromszog teriiletét. 1 pont
1 r’r rer
T = Thyes = — — —. 1 pont
2 1ves 4 2 p

Igy a fehéren maradt teriiletek Osszegét megkapjuk, ha a nagy kor teriiletébdl levonjuk
a 4 félkor, és a négy ives rész teriiletének Osszegét:

2
2 roT r°mor-er
Troner = Thagykn — Troorok — 4+ Trves = 417w — 4+ = — 8- < - =

=47 — 2r*m — 2r°m + 40 = 4%

Azaz a fehéren maradt teriiletek Osszege a kis négyzet teriiletével egyezik meg. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Melyek azok az N pozitiv egész szamok, amelyeknek primtényezds felbontdsaban csak
a 2 és a 3 hatvdnyai szerepelnek, és N osszes osztéjanak a szdma harmadrésze N2 oszt6i
szdmanak?

Megoldas. Ha N = 2P3%, akkor N osztéinak szdma: (p + 1)(g + 1), N? osztéinak szdma
(2p+ 1)(2¢ + 1), ahol p és ¢ pozitiv egészek. A feltétel szerint:

2p+1)2¢+1) =3(p+ 1)(g+1). 1 pont
e fon 4 o ez p+2 3 . ok
A zéargjelek felbontdsa és rendezés utin q¢ = 1 1+ P, (1 pont a j6 rendezésért,
p— _

1 pont az egész levdlasztdsért vagy mads, a tovdbbiakat indokold 1épésért.) 2 pont
Akkor kapunk csak egészet, ha p — 1 oszt6ja 3-nak, vagyis p — 1 =1 vagy 3. 1 pont
A lehetséges megolddsok: p =2, ¢ = 4-bdl N =2%3* (= 144), illetve p =4, q = 2-bdl
N =2%3% (= 324). 2 pont
A kapott szdmok megfelelnek a feltételeknek (ellen6rzés). 1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Adott a sikon tiz pont, egy szabdlyos tizszog csucsai. Hanyféle mdédon vdalaszthatok ki
ezen pontok koziil egy olyan hdromszdg csicsai, amely belsejében tartalmazza a tizszog
kodzéppontjat?

499

Megoldas. Nevezzik ,,j6”-nak azokat a haromszogeket, amelyek belsejiikben tartalmazzak
a sokszog kozéppontjat. A szabdlyos tizszog leghosszabb dtléi dtmennek a kozépponton,
tehat ezek nem lehetnek j6 haromszog oldalai. 1 pont
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Jeloljiik ki a tizszog egyik csucsét, és szdmoljuk meg el6szor az olyan j6 haromszogeket,
amelyeknek ez a kijelolt pont az egyik cstcsa.

Az el6z6 észrevétel és egy abra alapjan adddik, hogy 6 ilyen j6 hdromszog van.
A kivalasztott pont 10-féle lehet, de minden jé haromszoget haromszor szamoltunk, a harom
csticsdnal.

Tehat 0sszesen

= 20 megfelel6 haromszog valaszthaté ki a szabdlyos tizszog cstcsai

koziil.

3 pont

3 pont

Osszesen:

5. Egy k-szor n-es sakktdbla (k > 1, n > 1) mindegyik mezdjén dll egy figura. Egy adott
jelre mindegyik figura egy, a sajat mezdjével élben szomszédos valamelyik mezére 1€p.
Ha k + n = 2012, akkor hdny darab (k;n) szdmpar esetén lehetséges, hogy a 1épések utdn
mindegyik mez6n legyen figura?

Megoldas. Ha k és n is pératlan szam, akkor a szokasos fekete-fehér szinezés esetén va-
lamelyik szini mez6bdl 1-gyel tobb van, mint a masikbol.

Ha példaul a fehér szini mezdk szama nagyobb, akkor a fehér mezdn 4ll6 figurdk csak
fekete szinli mezoére 1€phetnek, ezért valamelyik fekete szini mezén legalabb két figurdnak
kell dllnia a 1épések utan.

Tehéat k és n értéke egyszerre nem lehet pdratlan, ha a 1épések utdn mindegyik mezén van
figura.

Mivel k +n = 2012 péaros szam, igy k és n értéke is — a feltételek teljesiilése esetén — csak
paros szam lehet.

A (k;n) szdmpérokban igy k értéke 2, 4, 6, 8, ..., 2010 lehet. Ekkor a lehetséges megfeleld
szampdrok szdma 1005.

Mind az 1005 darab szampdr esetén megvaldsithaté a feladat feltétele, példaul gy, hogy
minden egyes sorban a paronként szomszédos mezokon all6 figurdk helyet cserélnek az adott
jelre.

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen:
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Haladok — I1. kategoria, elso (iskolai) fordulo

Feladatok

1. A ,,23-as szdm” cim{ misztikus filmben az egyik szerepld a hdzszdmukat nagyon kiilon-
legesnek taldlja. A haz szama 1814, és az alabbi misztikus tulajdonsagokat fedezi fel benne:

(1)ha az elsé két szamjegyhez hozzdadjuk a mdasodik kett6bdl képzett kétjegyli szamot,
akkor 1 + 8 + 14 = 23-at kapunk;

(2) ha az els6 két szdmjegybdl képzett kétjegyll szdmhoz hozzdadjuk a mdsik két szdmje-
gyet, akkor 18 + 1 + 4 = 23-at kapunk ismét;

(3)ha a két kétjegyli szamot adjuk Ossze, akkor 18 + 14 = 32-6t kapunk, ami épp a 23
forditott sorrendben leirva.

Tényleg killonleges ebbdl a szempontbdl az 18147 Vagyis hany olyan négyjegy(i szam van,
amelyik rendelkezik a fenti hdrom tulajdonsdg mindegyikével?

2. Hatdrozzuk meg az A szdm pozitiv egész osztéinak szdmat, ahol:

A:\/1+2011~\/1+2012-\/1+2013-\/1+20l4-2016.

3. Egy sik 20 darab egyenese Osszesen 187 darab metszéspontot hatiroz meg. Igazoljuk,
hogy az egyenesek kozott vannak parhuzamosak.

25
4. Egy t teriiletli derékszogtli trapézba az oldalakat érintd r sugard kor irhatd, ahol ¢ = 7 r2.

Mekkora a trapéz alapjainak ardnya?

5. Van 2012 darab szdmunk ay, a, . . ., azo11, G2012 Mmindegyik V2 + 1, vagy V2 - 1.

Képezziik a kovetkezd Osszeget:
S = ajay + azaqs + asag + ... + a201102012-

Lehet-e S = 20127

25



Megoldasok és javitasi atmutato

1. A ,,23-as szdm” cim{ misztikus filmben az egyik szerepld a hazszdmukat nagyon kiilon-
legesnek taldlja. A hdz szdma 1814, és az aldbbi misztikus tulajdonsdgokat fedezi fel benne:

(1) ha az els6 két szdmjegyhez hozzdadjuk a mdsodik kett6bdl képzett kétjegyl szdmot,
akkor 1 + 8 + 14 = 23-at kapunk;

(2) ha az els6 két szdmjegybdl képzett kétjegyli szdmhoz hozzdadjuk a mdsik két szamje-
gyet, akkor 18 4+ 1 + 4 = 23-at kapunk ismét;

(3)ha a két kétjegyd szdmot adjuk Ossze, akkor 18 + 14 = 32-6t kapunk, ami épp a 23
forditott sorrendben leirva.
Tényleg kiilonleges ebbdl a szempontbdl az 18147 Vagyis hdny olyan négyjegyli szdm van,
amelyik rendelkezik a fenti harom tulajdonsig mindegyikével?
Megoldas. Tekintsiik az abed, négyjegyl szdmot, a # 0, és a, b, ¢, d szamjegyek.
(1) és (2) miatt a + b+ 10c +d = 10a + b + ¢ + d = 23, ahonnan a = c.

(3) miatt 20a + b+ d = 32, azaz a = ¢ = 1, hiszen a = 2 esetén az egyenlGség bal oldala
legaldbb 40 lenne.

Mivel 11 +b+d =23, b+ d = 12, azaz a masodik és a negyedik szdmjegy Osszege 12.

Ez az aldbbi szamok esetén teljesiil: 1319, 1418, 1517, 1616, 1715, 1814, 1913,
tehdt 7, a feltételeknek megfelel6 négyjegyli szdm van, azaz az 1814 nem is olyan kiilon-
leges.

2 pont

1 pont
1 pont
2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Hatdrozzuk meg az A szdm pozitiv egész osztéinak szamat, ahol:

A:\/1+2011-\/1+2012-\/1—1—2013-\/1—1—2014-2016.

Megoldas. Vizsgiljuk az /1 4 2014 - 2016 értékét.

V1 +2014-2016 = /1 + (2015 — 1) - (2015 + 1) = /1 +2015% — 1 = V20152 = 2015.

EkkorazA:\/1+2011-\/1—4—2012‘\/14-2013'2015.

Az el6z6 gondolatmenet alapjan

A= \/1 +2011-v1+2012-2014 = /1 + 2011 -2013 = /1 + 20122 — 1 = 2012.
2012 = 2% - 503.
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Osztok szama: (2+1)-(1+1) =6.

1 pont

Osszesen:

3. Egy sik 20 darab egyenese Osszesen 187 darab metszéspontot hatdroz meg. Igazoljuk,
hogy az egyenesek kozott vannak parhuzamosak.

20-19
Megoldas. A sik 20 darab egyenese legfeljebb — = 190 darab metszéspontot hatdroz

meg, ha barmely két egyenes metszi egymast.

Ha az egyenesek kozott nem lennének parhuzamosak, akkor a 187 metszéspont eléréséhez
legaldbb 3 egyenesnek egy pontban kell metszenie egymast.

Amennyiben legaldbb négy egyenes metszi egymdst egy pontban, akkor a metszéspontok
maximdlis szdma 185, hiszen 4 darab altaldnos helyzetli egyenes 6 metszéspontot hatdroz
meg, igy az Osszes metszéspont szdma legfeljebb 190 — 5 = 185.

Tehat parhuzamossag nélkiil legfeljebb ,harmas csomépontok™ johetnek 1étre.

Ha pontosan 1 darab hdrmas csomépont van, akkor a metszéspontok szdma (parhuzamossag
nélkiil) 190 — 2 = 188.

Ha pontosan 2 darab harmas csomdpont van, akkor az 0sszes csomépont szama

190 —2 — 2 = 186.

Ha még t6bb harmas csomoépont lenne, akkor a metszéspontok szdma még kisebb lenne.
Tehat az egyenesek kozott vannak parhuzamosak is.

A 187 metszéspont megvaldsithatd példaul ugy, hogy vesziink 3 darab parhuzamos egyenest
és 17 darab 4ltaldnos helyzetli egyenest a felvett hirom egyeneshez képest.

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

25
4. Egy t teriiletd derékszogt trapézba az oldalakat érint6 r sugard kor irhatd, ahol ¢ = T r2.

Mekkora a trapéz alapjainak ardnya?

Megoldas. Legyen — dbranknak megfeleléen — a trapéz két parhuzamos oldala x és y, ahol
példaul = = y.

AD=TC=2r, AB=z, DC=y.
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Az érinténégyszogek tétele alapjan BC' = x + y — 2r. 1 pont

25 25
L —; Y or = T r? feltétel szerint pedig = + y = 7 r. 1 pont

A CTB derékszogili haromszogre Pitagorasz tételét alkalmazva

At=

(2r) + (z =y = ((@+y) —2r)",
hiszen TB =x —y és BC' = x +y — 2r. 1 pont

. 25 .
Mivel z + y = T r, ezért

2 . 22
(CE—y)ZI <5r—2r> —47“2:—57“2,

4 16
. . 15
igy pedig z —y = 7" 1 pont
15 25 . " .. oz
Azzx—y= A +y= i egyenletrendszer alapjan a megfelelé oldalak 6sszeaddsaval,
5

illetve kivondsaval x = 5r, y = 1 r adodik. 2 pont
. . Y 1
Igy pedig — =4, vagy = = —. 1 pont

Y z 4

Osszesen: 7 pont

5. Van 2012 darab szdmunk a;, as, . .., azo11, G2012 mindegyik V2 + 1, vagy V2 —1.
Képezziik a kovetkezd Osszeget:
S = ajay + azas + asas + . .. + ax1162012-

Lehet-e S = 20127

Megoldas. Ha egyetlen a;a;4+; alakd tagot vesziink az S-bdl (ami egy 1006 tagi Gsszeg),
akkor az a;a;y) tag haromféle értéket vehet fel:

Vagy aaip = (V2+1)(V2-1)=(V2-1)(V2+1) =1,
vagy a1 = (V2+1)(V2+1) =3+2V2,
vagy Qi+ = (\6— 1)( — 1) =3-2V2. 2 pont

N

Legyen az elsd tipusu tagokbol a, a masodik tipustiakbol b, a harmadik tipusiakbdl ¢ darab
az 1006 tag kozott! (a, b, ¢ természetesen nemnegativ egészek!)

Ekkor

D S=1-a+ (3+2v2)b+ (3-2vV2)ec=a+3(b+c)+ vV2(2b - 2¢). 1 pont
S csak tgy lehet egész (mivel a, b, c egész), ha \/E(Zb —2¢) is egész.
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Ez azt jelenti (mivel V2 irraciondlis), hogy 2b — 2¢ = 0, hiszen ,,raciondlis - irracionalis” két-
tényez0s szorzat akkor, és csak akkor lehet raciondlis, ha a raciondlis tényezé 0.

Innen b = c.

Mivel az S-beli tagok szdmadra:

In 1006 =a+ b+ c=a+ 20,

és ha azt szeretnénk, hogy S = 2012 legyen, akkor a kovetkezd egyenlGség is teljesiil:
(1) 2012=S=a+3(b+c) = a+ 6b.

Most vonjuk ki (IIT)-bdl a (II) egyenletet!

Adédik: 1006 = 4b.

Ez viszont lehetetlen, hiszen b egész szam (és 1006 nem oszthaté 4-gyel)!

Vagyis nem lehet az .S 6sszeg 2012!

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen:

Megjegyzés:

A vonal alatti rész természetesen mds mdédon is bizonyithat6. Egy tipikus j6 bizonyitds vaz-
lata:

(Ha igy gondolkodott a didk, természetesen jar erre a részre a 3 részpont!)
A legkisebb elérhetd egészt tigy kapjuk meg, ha minden a;a;4; tag értéke pontosan 1.
Ekkor S = 1006.
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Ugy kaphatunk ennél nagyobb egészeket, hogy ketts ,,1-tipusii” tagot kicseréliink egyetlen
a;aiv1 =3+ 272, és egyetlen a;a;1 =3 — 2V/2 tipust tagra.

Ezzel éppen 4-gyel noveltiik az dsszeget.

Vagyis 1006, és 1006 + 503 - 4 kozott éppen az 1006 + 4 - n alakd szdmokat kaphatjuk csak
meg, de ezek kozott nincs ott a 2012!

Haladok 1. kategoria, 2. fordulo

Feladatok
1. Milyen a, b, ¢, d szamjegyekre igaz, hogy (ab+ cd) - 61 = abcd?
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2. Vegyiink fel az ABC Dtéglalap belsejében egy P pontot ugy, hogy PB =4, PC' =3 és
PD =5 legyen. Mekkora PA?

3. Legyen a, a kovetkez6 médon definidlt sorozat:

a) = 18,
an, = § ap = 48,

ap = Gp_1-ap—>2, ha n > 2.

Hény négyzetszdm van a sorozat tagjai kozott?

4. Adott 50 szam, melyek 0sszege 100. Bizonyitsuk be, hogy a szamok koziil kivalaszthat6
3 dgy, hogy az Osszegiik legaldbb 6 legyen.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Milyen a, b, ¢, d szamjegyekre igaz, hogy (ab+ cd) - 61 = abcd?

Megoldas. Vezessiik be az © = ab és az y = cd j ismeretleneket. Igy egyenletiink az alabbi
alaku:

(z +y)- 61 =77,

6lx 4+ 61y = 100z + y. 1 pont

60y = 39x,
20y = 13zx. 1 pont
Mivel a 20 és a 13 relativ primek, 1 pont
ezért sziikséges, hogy x 20 tobbszordse legyen, 1 pont
és y 13 tobbszorose legyen. 1 pont

Azaz az aldbbi tdbldzatban szerepl (z,y) szdmpérokat, és a nekik megfelels (a,b,c,d)
szamjegyeket, valamint abcd szamokat kapjuk:

x Y a b c d abcd
20 13 2 0 1 3 2013
40 26 4 0 2 6 4026
60 39 6 0 3 9 6039
80 52 8 0 5 2 8052 2 pont

Osszesen: 7 pont
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2. Vegyiink fel az ABC Dtéglalap belsejében egy P pontot ugy, hogy PB =4, PC' =3 és

PD =5 legyen. Mekkora PA?

Megoldas. Hizzunk P-n keresztiil parhuzamost AB-vel. Ez az AD oldalt F', BC oldalt

E pontban metszi.

Irjuk fel a Pitagorasz-tételt a PEB és PEC haromszogekre:
PB* = PE® + EB?
PC? = PE* + EC*.

Képezziikk a PB* — PC? kiilonbséget:

PB*— PC* = (PE* + EB*) — (PE* + EC*) = EB* — EC?,

() PB? — PC* = EB*> — EC*.

Irjuk fel a Pitagorasz tételt a FAP és FDP hiromszogekre:
PA?> = PF? + FA?,
PD* = PF? + FD*.

Képezziik a PA®> — PD? kiilonbséget:

PA* — PD* = (PF* 4+ FA?) — (PF*+ FD*) = FA* — FD?,

(44) PA* - PD*=FA> - FD>

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Mivel FE parhuzamos volt AB-vel ezért EB = FA és EC = FD. Igy (i) és (i4)-bol:

PB?> — PC* = EB?> - EC?*=FA* - FD?> = PA*> — PD?.

Behelyettesitve az ismert adatokat:
42 32 =pA? 5%
PA=V32=4V2.
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2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Legyen a, a kovetkez6 mdédon definidlt sorozat:

a) = 18,
an = { ap = 48,

ap = Gp_1-ap—>2, ha n > 2.
Hény négyzetszdm van a sorozat tagjai kozott?

Megoldas. Irjuk fel az els6 két tag primtényezss felbontdsat: a; = 2! - 3%, és ap, = 2* - 31,

Mivel az els6 két tagnak csak a 2, és a 3 a primtényezdi, ezért az 6sszes tobbi tag primfel-
bontdsdban is csak ez a két szdm szerepelhet.

Egy (1-nél nagyobb egész) szdm pontosan akkor négyzetszdm, ha primfelbontdsdban minden
primtényezd paros kitevovel szerepel, igy ennek teljesiilését fogjuk vizsgalni a,, esetén.

A harmadik tagtél elkezdve a,, definicidja alapjan az a,, primfelbontdsaban szerepl6 2-esek
szdma az el6zd két tag primfelbontdsaiban szerepld 2-esek szdmdanak Osszege (a 3-as prim-
tényez6kre hasonldan).

Igy ha kiilon-kiilon vizsgéljuk az
a, primfelbontdsaban szerepld 2-esek szamat (k,-nel jeloljiik), illetve
a, primfelbontdasaban szerepld 3-asok szamat (h,,-nel jeloljiik),

akkor két Fibonacci-szerii sorozatot kapunk.

A ky (1,4,5,9,14,23,...) sorozat paritdsit vizsgdlva adédik, hogy minden n = 3k + 2 in-
dexti tag lesz csak pdros, a tobbi paratlan, mig

ahy (2,1,3,4,7,11,...) sorozat minden n = 3k + 1 index( tagja lesz csak pdros, a tobbi
pératlan.

Vagyis k, és h,, azonos n-re nem lehet egyszerre paros, igy a,, primfelbontdsdban valame-
lyik primtényezd péaratlan kitevSvel szerepel.

Igy az a, sorozat tagjai kozott nem lehet négyzetszam.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Adott 50 szam, melyek Osszege 100. Bizonyitsuk be, hogy a szdmok koziil kivalaszthat6
3 gy, hogy az Osszegiik legaldbb 6 legyen.

Megoldas. Képezziik az alabbi 3 tagi osszegeket: Sy = ay + ax + a3, Sy = ay + a3z + ag,
ooy Sag = a9 + aso + ay, Sso = aso + a; + as.
Ekkor S, +5’2+...+5’50:3(a1+a2+...—|—a50) =300=50-6.

Az allitas kovetkezik abb6l, hogyha 50 szdm 6sszege 50 -6 = 300, akkor nem lehet a szamok
mindegyike 6-nal kisebb.

2 pont
2 pont

3 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok II. kategoria, 2. fordulé

Feladatok

1. Az a, b pozitiv egészek, és tudjuk, hogy a’ + ab + b* tizes szamrendszerben felirva 0-ra
végzddik. Bizonyitsuk be, hogy legalabb két nullara végzbdik.

2. Adott a sikon 6 pont, koziilik semelyik hdrom nincs egy egyenesen. Bizonyitsuk be,
hogy taldlhat6 kozottiik hdrom, amelyek 4ltal meghatarozott haromszognek van egy legaldbb
120°-0s szoge.

3. Nyolc darab pozitiv egész szam Osszege és szorzata ugyanannyit ér. Mekkora ez a k6zos
érték?

4. Egy konvex 6tszog pontosan 100 darab egységnyi oldali egybevagd szabalyos harom-
szogbdl rakhat6 ki (hézag- és atfedés nélkiil). Mekkora lehet az 6tszog keriilete?

Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Az a, b pozitiv egészek, és tudjuk, hogy a’ + ab + b* tizes szdmrendszerben felirva O-ra
végzddik. Bizonyitsuk be, hogy legalabb két nulldra végzodik.

Megoldas. Atfogalmazzuk a feladatot. Tudjuk, hogy 10 oszt6ja az a” + ab+ b? kifejezésnek,
és azt kell belatnunk, hogy a® + ab+ b* 100-zal is oszthatd.

A feltétel ekvivalens azzal, hogy a kifejezés oszthaté 2-vel és 5-tel. Le fogjuk vezetni, hogy
akkor 4-gyel és 25-tel is oszthatd, amib6l mar kovetkezik a bizonyitandé allitas.

El6szor vizsgaljuk a 2-vel valdé oszthatésdgot. Az aldbbi tdbldzat alapjan csak akkor lesz
a kifejezés paros, ha a és b is paros.

a b a’ + ab+ b* 2-es maradékai
0 0 0
1 0 1
0 1 1
1 1 1

Tehdt a és b is paros. EbbSl viszont az kovetkezik, hogy a?, b* és ab is oszthaté 4-gyel,
vagyis kifejezésiink is oszthaté 4-gyel.
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1 pont

2 pont



Most megnézziik az 5-tel vald oszthatésagot.

a? b ab a® + ab+b* 5-6s maradékai
0 0 0 0

0 1; 4 0 1; 4
1; 4 0 0 1; 4

1 1 1; 4 3;1

1 4 2;3 2;3

4 1 2;3 2,3

4 4 1; 4 4; 2

(A tdbldzat 6todik sora példdul azt mutatja, hogy ha a®> 1 maradékot ad 5-tel osztva, akkor
a 1 vagy 4 maradékot ad, és ha b*> maradéka 4, akkor b maradéka 2 vagy 3. Ezeket min-
den lehetséges parositasban Osszeszorozva ab-re az 1-2=2,1-3=3,4-2=8,4-3=12
vagyis a 2 és 3 lehetséges maradékokat kapjuk.)

P

Az el6z6ekhez hasonléan csak akkor lesz a” + ab + b 5-tel oszhat6, ha a és b is az, de
ebben az esetben a’, ab és b’ (tehdt Gsszegiik is) 25-tel is oszthato.

Ha pedig egy egész 4-gyel és 25-tel is oszthatd, akkor 100-zal is, igy tizes szdmrendszerben
felirt alakja legaldbb két nullara végzddik.

2 pont

1 pont

Osszesen:

2. Adott a sikon 6 pont, koziilik semelyik hdarom nincs egy egyenesen. Bizonyitsuk be,
hogy taldlhaté kozottiik hdrom, amelyek 4ltal meghatarozott hdromszognek van egy legaldbb
120°-0s szoge.

Megoldas. Képezziik az adott pontok konvex burkdt, azaz azt a legsziikebb konvex sokszo-
get, melynek csicsai az adott pontok koziil valdk, és tartalmazza az adott pontokat.

Ha a konvex burok hatszog:

Nem lehet a hatszog minden szdge kisebb, mint 120°, mert a hatszog belsd szogeinek 6sz-
szege 720°.

Ezért a hatszognek van legaldbb 120°-0s szoge, ami a konvexitds miatt kisebb, mint 180°.
Tehat ez a szog szoge egy olyan hiromszognek, melynek csicsai az adott pontok koziil
valdk, igy az allitas teljesiil.

Ha a konvex burok 0tszog, négyszog, vagy haromszog:

Ekkor van olyan pont, ami a konvex burok belsejében van (hiszen a pontok kozott nincs
harom, amelyek egy egyenesre illeszkednének), legyen ez a pont A.

A konvex sokszoget az egyik csicsdbdl induld 4tléi hdromszogekre bontjdk, tekintsiik azt
a BCD haromszoget, amely belsejében van az A pont.

A BAD, CAD, DAB szbgek osszege 360°, ezért van kozottik olyan, amelyik legaldbb
120°, és az itt keletkezd hdromszog eleget tesz a feltételeknek, igy az dllitds teljesiil.

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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3. Nyolc darab pozitiv egész szdm Osszege és szorzata ugyanannyit ér. Mekkora ez a kozos
érték?

Megoldas. Feltehetjiik, hogy 1 < 21 < 2, S 23 < ... < 23 a nyolc szdm nagysdg szerinti
sorrendje.

Az z) +xp+ 23+ ...+ 23 =T 12073 - . .. - T3 egyenlet oldalait xg-cal osztva
I €I I3 xT7
7_’_7_'_74__;'_7_’_1 = X1X2X3 ... X7
Ty Ty xs Ty
adédik.
Mivel . . .
dc2< <,
xrg T8 T xrg T
ezért 8 2 i x2x3 - ... - T7.

Nyilvanvald, hogy z7 = 2, igy xg = 17 = 2, ezért 1 = 1y = 13 = x4 = 1, hiszen x4 = 2
esetén a szorzat értéke legaldbb 16.

Tehat 4 + x5 + x6 + 7 + Ty = T5T6T7Xg. fgy pedig

4 =z x T
TsTer7 = — + — + —+ L+ 156,
rg Ty Ty L
hiszen xg = z7 = 2.
Az 5627 < 6 egyenlbtlenség alapjan xs értéke csak 1 lehet. Igy pedig zz7 < 6, ezért x4
értéke 1 vagy 2.

Ha xz¢ = 1, akkor 6 4+ z7 + xg = x7xg, ahonnan

6 7
iz—l_lzl—i_lﬁ_l’ azaz (x7—1)($8—1):7

xrg =

Az egyenlet egyetlen megolddsa x7; = 2, xg = 8, ekkor pedig

Xy ... xg=x] + X+ ... +xg = 16.

Ha z¢ = 2, akkor 7 + x7 + xg = 2x7xg alapjan

ahonnan (2z7 — 1)(2zg — 1) = 15 adddik.
Egyenletiink megolddsa x7 = 2, g = 3.
Ebben az esetben a szorzat és az Osszeg kozos értéke 12.

A kozos érték tehat 16 vagy 12, ahol mindkét érték megfelel a feladat feltételeinek.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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4. Egy konvex 6tszog pontosan 100 darab egységnyi oldald egybevagd szabalyos hdrom-
sz0gbdl rakhaté ki (hézag- és atfedés nélkiil). Mekkora lehet az 6tszog keriilete?

Megoldas.

Egybeviagd szabdlyos haromszogekbdl egy Gjabb szabdlyos hdromszdget csak négyzetszdm
szamu darabbol lehet kirakni. Esetiinkben egy n oldald szabilyos haromszog n” egységyni
oldald kis haromszogbdl éllhat.

A feladat feltételeinek megfelels 6tszog az aldbbi dbra szerint kiegészithet6 egy n oldald
szabélyos hdromszogre:

Ha példdul x < y, akkor 1 Sz <y <n, n=ux+y+ 2z az 6tszog létrejottének feltétele,
ahol z > 1.

Bevezetd megéllapitasunk alapjan

(x4+y+ 172 -2 — > < (x+y+2)* — 2 —y? = 100.

A felirt egyenl6tlenség rendezett alakja

2z + 2y + 2xy £ 99.

Ha z <y, akkor 4z + 222 £ 99, azaz 2> + 22 < 49,5, ahonnan z < 6 kovetkezik.
Mivel n? — 22 — y? = 100, ezért

(1) = =1 esetén n> —y? = 101, igy n—y = 1, n+y = 101, ahonnan n = 51, y = 50 nem
ad megold4st.

() z=2esetén n® —y? =104, ezért n—y =2, n+y=52vagyn—y =4, n+y =26
lehetséges.
Az els6 esetben n = 27, y = 25, ami nem ad megoldast.

A masodik esetben n =15, y = 11. Ekkor z =2, y = 11, z =2, a masik két oldal
pedig 4, illetve 13 egység hosszi. Az 6tszog keriilete pedig 32 egységnyi.

(3) Az =3, 2 =4, =5, x =06 esetekben rendre n>—y> =109, n*—y?> =116,
n? —y* = 125, n® — y* = 136 adédik.

Az n® —y* = (n —y)(n + y) azonossig alapjan n — y < n + y felhasznaldsaval a fel-
sorolasnak megfeleléen az

n—y=1 n—y=2 n—y=1
n+y=109 [’ n+y=58]" n+y=125]’
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1 pont

1 pont

2 pont



n—y=>5 n—y=2 n—y==4%
n+y=25[’ n+y=068[’ n+y=234
egyenletrendszerek adédnak, felhaszndlva azt is, hogy n — y és n + y azonos paritastak.

A felirt egyenletrendszerek egyikének sincs a feladat feltételeinek megfeleld6 megoldésa.

Tehat az 6tszog keriilete csak 32 egység hosszu lehet.

2 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok III. kategoria, 1. fordulo

Feladatok

1. Egy kor keriiletére felirjuk 1-t6l 13-ig az egészeket valamilyen sorrendben. Harom (a kor

sz

mentén) szomszédos szdmot fridnak neveziink. (13 ilyen csoport van.) A triéban 1év6 harom
szam 0sszegét: a trid osszegének hivjuk. Egy trié maximdlis, ha a trié 0sszege nagyobb, vagy

sz 2

egyenld, mint az adott sorrendnél fellépé masik 12 tri6 barmelyikének az Gsszege.

Mennyi a maximadlis trié dsszegének minimuma (az 6sszes lehetséges sorrend esetén)?

2. Egy konvex 6tszog pontosan 100 darab egységnyi oldali egybevagd szabalyos harom-
sz0gbdl rakhat6 ki (hézag- és atfedés nélkiil). Mekkora lehet az 6tszog keriilete?

3. Van 15 darab kiilonbozé 2 és 2013 kozé esé pozitiv egésziink gy, hogy barmely kettd
(kiilonboz6) koziilikk relativ prim egymashoz.

Igazoljuk, hogy a szamok kozétt van prim!

4. Az ABCD négyzet BD atléjan dgy vettiik fel az M és N pontokat, hogy
BM? + ND? = MN*.

Mekkora az M AN <?

5. Melyek azok az x valds szdmok, amelyekre teljesiil, hogy
[z] + [22] + [3z] + ... + [2012z] = 20137

([y] értéke az a legnagyobb egész szam, amely y-ndl nem nagyobb.)
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy kor keriiletére felirjuk 1-t6l 13-ig az egészeket valamilyen sorrendben. Harom (a kor
mentén) szomszédos szamot tricnak neveziink. (13 ilyen csoport van.) A triéban 1évé harom
szam Osszegét: a trio osszegének hivjuk. Egy tri6 maximdlis, ha a trié 0sszege nagyobb, vagy
egyenld, mint az adott sorrendnél fellépd masik 12 tri6 barmelyikének az Gsszege.

Mennyi a maximdlis tri6 Osszegének minimuma (az 6sszes lehetséges sorrend esetén)?

Megoldas. Tekintsiik a kovetkez$ abrat!

A kor keriiletén ott van valahol az 1-es szam (az abran: ,,délben”), a maradék 12 szamot az
abra szerint osszuk fel 4 diszjunkt tridra! 2 pont

Ennek a 4 tri6nak az 6sszege: 2 + 3 + ...+ 13 = 90. (Osszegeik 4tlaga: 90/4 = 22.5)

Vagyis a 4 tri6 kozott van olyan, amelynek sszege legaldbb 23.

Igy a maximalis trié dsszegének minimuma legaldbb 23 ... 2 pont
.., és a 23-as minimum el is érhetd a kovetkez6 dbra szerint. (A 13 darab ,.ellendrzést”
nem mellékeljiik.) 9 1 6

12 13

2 4

8 5

11 10
7

Vagyis a maximalis tri6 0sszegének minimuma 23. 3 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzések:

— Ha a versenyzd valamilyen médon igazolja, hogy a maximdlis trié dsszegének minimuma
legaldbb 22 (a 23-as érték helyett) az elsé 4 pontbol kapjon 2 pontot.

— Az utolsé hdrom pont természetesen akkor is jdr, ha a versenyzd nem indokolja a ,,leg-
alabb 237-at (az elsé 4 pontért), de megfeleld olyan dbrdja van, ahol a maximdlis trio
osszege 23!

2. Egy konvex 06tszog pontosan 100 darab egységnyi oldali egybevdgd szabalyos harom-
sz0gbdl rakhaté ki (hézag- és atfedés nélkiil). Mekkora lehet az 6tszog keriilete?
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Megoldas.

Egybevagd szabdlyos haromszogekbdl egy djabb szabdlyos haromszoget csak négyzetszdm
szamu darabbol lehet kirakni. Esetiinkben egy n oldald szabalyos hdromszog n’ egységyni
oldald kis hdaromszogbdl allhat. 1 pont

A feladat feltételeinek megfeleld 6tszog az alabbi dbra szerint kiegészithet6 egy n oldali
szabdlyos haromszogre:

Ha példdul x < y, akkor 1 Sz <y <n, n=ux+y+ 2z az 6tszog létrejottének feltétele,
ahol z = 1.

Bevezetd megallapitasunk alapjan
(z+y+1)Y -2 —y* < (z+y+2)° —2° —y* = 100.

A felirt egyenltlenség rendezett alakja

2¢ + 2y + 2xy < 99. 1 pont

Ha z <y, akkor 4z + 222 < 99, azaz z? + 2z < 49,5, ahonnan z < 6 kovetkezik. 1 pont
Mivel n? — 2% — y* = 100, ezért

(1) = =1 esetén n> —y* = 101, igy n—y = 1, n+y = 101, ahonnan n = 51, y = 50 nem
ad megoldast.

Q) x=2esetén n® —y> =104, ezért n —y =2, n+y=52vagyn—y =4, n+y =26
lehetséges.

Az elsd esetben n = 27, y = 25, ami nem ad megoldast.

A masodik esetben n =15, y = 11. Ekkor x =2, y =11, z = 2, a mésik két oldal
pedig 4, illetve 13 egység hosszi. Az 6tszog keriilete pedig 32 egységnyi. 2 pont

(3) Az z=3, t=4, =5, =6 esetekben rendre n>—y*> =109, n> —y*> = 116,
n? —y? =125, n® — y* = 136 adédik.

Az n? —y? = (n —y)(n + y) azonossag alapjan n —y < n + y felhasznaldsaval a fel-
soroldsnak megfeleléen az

n—y=1 n—y=2 n—y=1
n+y=109 [’ n+y=58]" n+y=125]"’
n—y=>5 n—y=2 n—y==4
n+y=25]’ n+y=68|’ n+y =234
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egyenletrendszerek adddnak, felhaszndlva azt is, hogy n — y és n + y azonos paritdsiak.
A felirt egyenletrendszerek egyikének sincs a feladat feltételeinek megfeleld6 megoldasa.

Tehat az 6tszog keriilete csak 32 egység hosszu lehet.

2 pont

Osszesen

3. Van 15 darab kiilénb6z6 2 és 2013 kozé esd pozitiv egésziink ugy, hogy barmely kettd
(kiilonboz6) koziilik relativ prim egymdshoz.

Igazoljuk, hogy a szdmok kozétt van prim!

Megoldas. Indirekt tegyiik fel, hogy a szamok kozott nincs prim.

Ekkor minden szdm legaldbb két (nem feltétleniil kiilonb6z8) primszam szorzatdra bonthato,
és mivel relativ primek egymdshoz, ezért két kiillonb6z6 szdm primfelbontidsdban nem sze-
repelhetnek azonos primek.

Legyen a 15 szamunk aq, ay,as,. .., a5 a legkisebb primtényezdik szerint novekvé sorrend-
ben felsorolva.

(Vagyis, ¢« < j akkor, és csak akkor, ha a; legkisebb primtényezdje kisebb, mint a; legkisebb
primtényezdje.)

Vizsgéljuk a;s primtényezds felbontdsat!

a5 legkisebb primtényezdje (az el6z6 pont miatt) legaldbb akkora, mint a 15-dik pozitiv
prim, ami (2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47) 47.

Vagyis as = 47 - 47 = 2209 > 2013.

Ellentmondésra jutottunk, a hiba csak az indirekt feltevésiinkben lehet, vagyis valéban van
a 15 szam kozott prim.

: 7 pont

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont

Osszesen:

Megjegyzés: a feladat olyan értelemben ,éles”, hogy ha csak 14 szdmunk lenne 2-2013-ig,
mdr nem lenne igaz az dllitds.

Erre j6 ellenpélda az ay =22, a, = 3% a3 =5°, ..., ais = 43> = 1849 szdmok.

4. Az ABCD négyzet BD atléjan dgy vettiik fel az M és N pontokat, hogy
BM? + ND? = MN?.

Mekkora az M AN<?

Megoldas. El6szor jegyezziik meg, hogy a pontok sorrendje B, M, N, D, hiszen a B, N,
M, D sorrendben méar BM? is nagyobb lenne, mint M N2.
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D C  Készitsiink dbrat! Ahhoz, hogy a feltételt fel tudjuk
haszndlni, 1étrehozunk egy olyan haromszoget, amely-
M nek oldalai BM, M N és ND. Ehhez forgassuk el
N A koriil 90°-kal az ABM haromszoget, az dbran lat-
haté médon az ADM’ haromszogbe.

Az elforgatds miatt egyrészt DM’ = BM, mésrészt
ADM'< = ABM < = 45°. Tehat NDM' derékszogii

M
haromszog, vagyis Pitagorasz tétele és a feltétel alap-
jan M'N = MN.
A B Szintén a forgatds miatt AM = AM’, igy AMNM’

deltoid.

Végiil vegyiik észre, hogy ismét a forgatds miatt AN’ merSles AM-re, és a deltoid AN
atl6ja felezi A-ndl 1év6 szogét, tehat M AN < = 45°.

2 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

5. Melyek azok az x valés szdmok, amelyekre teljesiil, hogy
[z] + [2x] + [3z] + ... + [2012z] = 20137
([y] értéke az a legnagyobb egész szam, amely y-ndl nem nagyobb.)

Megoldas. Eldszor belatjuk, hogy [2012z] < 3. Ha ugyanis 3 < [2012z] lenne, akkor

< <
3 < 2012x, azaz 2000 = x.

Az f(z) = [z] + [2z] + [Bx] + ... + [20122z] fiiggvény novekvd, de

3
f<2012> =0-670+1-671+2-670+3-1 = 2014,

ért —.
ezért z < 2012

3
Az eredeti egyenlet szerint 0 < z < 013" valamint 0 < [2012z] < 3 alapjdn f(x) tagjainak
értéke 0, 1, 2 lehet.

Ha f(x) tagjai kozott a darab 0, b darab 1, ¢ darab 2 értékd tag van, akkor a + b+ ¢ = 2012
és b+ 2¢c = 2013.

Egyenletrendszeriink alapjan b = 2011 — 2a, ¢ = a + 1, ahol 0 < a < 2012.
Az ax < 1és (a+ 1)z = 1 feltételek alapjan

1
<zr<

1
I —.
M a—+1 a
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2

A [(2012 — a)z] =2 feltétel alapjan pedig (2012 — a)z = 2, ahonnan x = o0 o igy
—a
pedig
2 1
I —— < —. 1 t
@ 012-a-""a pon
Az egyenlGtlenség alapjan a < 670.
Mivel (2011 — 2, ezé — i
ivel (20 a)r < ,ezertx<2011_a,1gy
1 2
111 <
{m atr1=-""2011—a
ahonnan 670 < a adddik. 1 pont
Eredményeink alapjan a = 670, b = 671, ¢ = 671. Igy pedig (I), (II), (III) alapjin rendre
1 1
< .
671 =" = 670’
1
< _c
671 =¥ = 1341
1 2
— < —— adddik.
671 =¥ = 1341 2
A rend 1da L < < 2 1 t
rendszer megolddsa —— < x < - pon
1 2 . p C ot
Az 671 1341 intervallumba esd valamennyi x érték megfelel a feladat feltételeinek. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok I. kategoria, 3. (dont6) fordulé

Feladatok

1. Hatarozzuk meg azokat a négyzetszdmokat, amelyekre igaz, hogy ha felcseréljiik két
utolsé szamjegyiiket, tovdbbra is négyzetszdmot kapunk!

2. Az AFE hegyesszogl haromszog ED és F'B magassagvonalai a C' pontban metszik
egymast. Az M, N, P, Q pontok rendre az FC, EC, AE, AF szakaszok felezGpontjai.
Bizonyitsuk be, hogy M N PQ téglalap.

42



3. Az z, y, z valos szamokra = + y + z = 5 és xy + yz + 2z = 8 teljesiil. Igazoljuk, hogy
7
x, y, z barmelyikének értéke legalabb 1, de legfeljebb 3

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hatdrozzuk meg azokat a négyzetszdmokat, amelyekre igaz, hogy ha felcseréljiik két
utols6 szdmjegyiiket, tovdbbra is négyzetszdmot kapunk!

Megoldas. Egy négyzetszam utolsé szamjegye 0, 1, 4, 5, 6 vagy 9 lehet.

Ha az utolsé szdmjegy 0, akkor az eredeti szdm 10k; k € N alakd. Egy ilyen szdm négyzete
oszthat6 szdzzal, tehdt minden (10k)*; k € Nt négyzetszam megoldas.

Ha az utolsé szamjegy 5, az eredeti szdm 10k + 5; k£ € N alaki, ennek négyzete pedig
1007 4 25; I € N alakd, de ebben az esetben az utolsé két szamjegy megforditasa 52-re vég-
z6d6 szamot ad és ez nem lehet négyzetszam.

Tehat a megfeleld négyzetszamok utolsé jegye 1, 4, 6 vagy 9 lehet.

Ha az utolsé két szdmjegy kiilonbozd, akkor a (14;41), (16;61), (19;91), (46;64), (49;94),
(69;96) végzbdésparok johetnek szdba.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot ad, ezért csak a (16;61), (69;96)

végzbdésparok maradnak.

Tekintettel arra, hogy 51° — 50> = 101, ezért ha az utolsé két szamjegy kiilonbozs,
az 50-nél nagyobb szdmok négyzete mar a szdzas helyiértéken is kiilonbozik, igy elegendd
az 50 alatti szdmok négyzetében keresni a megfelel§ végzdésparokat, s6t mivel (50 — k:)2
és k* ugyanigy végzédik, ezért elegendd a 25 alatti szamok négyzetét vizsgalni.

Ezek koziil csak a 132 = 169 és a 14> = 196 felel meg a feltételeknek.

Ha az utols6 két szdmjegy azonos, akkor a 4-gyel val6 oszthatésdgot vizsgdlva, csak a 44-re
végz6db négyzetszamok johetnek szdba.

A végzbdéseket vizsgilva megallapithatjuk, hogy a 12, 62, 38, 88 végzddésti szamok négy-
zete végzodik 44-re.

Tehdt a feladatnak megolddsi még az (50k + 12)2; k € N alaki négyzetszdmok.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az AFE hegyesszogli haromszog ED és F'B magassdgvonalai a C' pontban metszik
egymast. Az M, N, P, @Q pontok rendre az F'C, EC, AF, AF szakaszok felezGpontjai.
Bizonyitsuk be, hogy M N PQ téglalap.
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Megoldas.

Mivel M, N, P, @ felezési pontok, az M N, NP,
PQ, QM szakaszok rendre a CFE, CAE, AFE

és AFC haromszogek kozépvonalai. 2 pont
Ezért M N és 1/2F E, valamint PQ és 1/2F E par-
huzamos és egyenlé egymassal. 1 pont
Tehat M N parhuzamos és egyenld P(Q-val, tehat
M N PQ paralelogramma. 1 pont
Mivel C' magassagpont, EF és az AC magassag-
vonal merSlegesek egymasra, 1 pont
és M N parhuzamos F'E-vel, és QM parhuzamos
AC-val, igy M N merdleges QM -re, 1 pont
tehat M N PQ) téglalap. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Az x, y, z valés szamokra z + y + 2z = 5 és xy + yz + zx = 8 teljesiil. Igazoljuk, hogy
7
z, y, z barmelyikének értéke legaldbb 1, de legfeljebb 3
Megoldas. Az elsd egyenletbSl z = 5 — (y + 2), ezt a mésikba irva (5— (y+2))(y + 2) +
+ yz = 8. Rendezziik a kapott dsszefiiggést:
5—(y+2)y+z) +yz=38
S5y+5z—y* — 2> —2yz+yz=28
vV +y(z—5)+22—-52+8=0. 2 pont
A kapott egyenletet y-ban masodfokd paraméteres egyenletnek tekintjiik, és megvizsgéljuk,

milyen feltételt szab z-re az, hogy a diszkriminans nem lehet negativ (hiszen feltettiik, hogy
létezik z, y és z). 2 pont

D(z)=(2—5)—4(z*-52+8) >0
7
322410z -7 =-3(z—1) <z—3> = 0. 1 pont
A lefele nyilé parabola a két zérushelye kozott nemnegativ, vagyis valéban 1 < 2 < 3

Az indoklas z-re és y-ra pontosan ugyanigy elmondhatd, tehat mindharom valtozé a meg-

adott korlatok kozé esik. 1 pont
Végiil megmutatjuk, hogy léteznek a feltételeknek megfeleld valds szdmok.

4 7
r=y=2,z=1illetvez =y = 3 z= 3 esetén teljesiilnek az egyenl8ségek, és z felveszi
valamelyik szélséértékeét. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok II. kategoria, 3. (donto) fordulo

Feladatok

n* +4n? +3

1. Igazoljuk, hogy ha n egész szam, akkor az 102116

tort nem egyszeriisithetd.

2. Egy négyzet tetsz6leges belsd pontja P, amin keresztiil pArhuzamosokat hizunk a négyzet
oldalaival és atloival. Ezek az egyenesek nyolc részre vagjdk a négyzetet. Bizonyitsuk be,
hogy a keletkezett részek két olyan csoportba oszthaték, amelyekben a részek teriiletének
Osszege egyenld.

3. Egy n sorbdl, és 7 oszlopbdl 4ll6 (n x 7-es) tablizatot szeretnék Kkitdlteni a kdvetkezd
modon:

— Minden sorban az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamok kell, hogy szerepeljenek valamilyen sorrendben
(természetesen a sor valamennyi mezdjébe pontosan egy szdm Kkeriil).

— Barmely két sornak legaldbb egy helyen/egy mez&ben kiilonboznie kell.
— Barmely két sor legaldbb egy helyen meg kell egyezzen.
Legfeljebb mennyi lehet n?

Megoldasok és javitasi utmutaté

n*+4n*+3

1. Igazoljuk, hogy ha n egész szam, akkor az 102 £ 16

tort nem egyszersithetd.

Megoldas. Alakitsuk szorzattd a szdmlal6t és a nevezdt:

n*+4n*+3  (n?+1)-(n® +3)
n*+10n2 +16  (n2+2)- (n2+8)

1 pont

(n* 4 2) szomszédja mind (n” + 1)-nek, mind (n> + 3)-nak, igy 1-nél nagyobb kozos osz-
téjuk nincs, tehat nem lehet egyszertisiteni (n® 4 2) egyik osztéjaval sem. 2 pont

Tehét azt kell csak vizsgalni, lehet-e (n® + 8) valamelyik osztéjaval egyszertisiteni.
1. eset:

Ha d#1ésd|(n*+8),és d| (n®+3), akkor d | [(n* +8) — (n® + 3)], tehdt d | 5, azaz
d=>5.

De egy négyzetszam sosem végzddik 2-re vagy 7-re, igy (n2 + 8) nem végzddhet sem 0O-ra,
sem 5-re, igy nem lehet osztdja az 5. 2 pont

2. eset:
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Had# 1ésd|(n*+8),é d|(n”+1), akkor d | [(n* +8) — (n* +1)], tehdt d | 7, azaz
d="1.

Han =7k, 7Tk £ 1, Tk £2, vagy 7k £ 3, akkor n> +1=7M +1, TM +2, TM + 5, vagy
7M + 3 alaki és igy (n* + 1) nem oszthaté 7-tel.

Tehat a tort nem egyszerdsithets. 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Egy négyzet tetszSleges belsd pontja P, amin keresztiil parhuzamosokat hizunk a négyzet
oldalaival és atloival. Ezek az egyenesek nyolc részre vagjdk a négyzetet. Bizonyitsuk be,
hogy a keletkezett részek két olyan csoportba oszthaték, amelyekben a részek teriiletének
Osszege egyenld.

Megoldas.

Néhany vazlatrajz tanulmadnyozdsa utdn egyértelmiivé valik, hogy az
abran lathaté szinezés adja a megfeleld csoportositdst, vagyis a koriil-
jarés szerinti minden masodik darab tartozik egy csoportba. 1 pont

Amennyiben P a négyzet valamelyik szimmetriatengelyére esik, ak-

kor nyilvdnval6 az 4llitds, hiszen minden ,,szinezett” darabnak van egy
»szinezetlen” egybevagd parja. 1 pont

Az altaldnos eset vizsgdlatdhoz feltessziik, hogy a négyzet oldala egységnyi, a P pont hely-
zetét pedig egy = és egy y valtozdval irjuk le, az alabbi 4bra szerint. A jelolt szakaszok
felirasdhoz csupan azt kell haszndlnunk, hogy (a) a téglalap szemkozti oldalai egyenldk;
(b) a 45°-0s derékszogili haromszog befogdi egyenldk.

z l—y y—x
l—az—y
I—y
x
. -z
y—z| Y 4
z Yy l—z—y 3 pont

A sziirkével jelolt teriilet haromszogekbdl €s derékszogl trapézokbdl all:

(l-z-y)+(1-y) (y—z)+ (1 —x)
2 e 2

2T =2 —x—2y)x+ (1 +y—22)(1 —y) + 3> + 2?

IL‘2

T = il
2

2
-y +L+

2T =2z —2® —2zy + | — o — 2z + 2zy + 2 + o>
2T = 1.
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1
Belattuk tehdt, hogy a sziirke részek teriiletének Osszege 5 a négyzet teriiletének fele. 2 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy n sorbdl, és 7 oszlopbdl all6 (n x 7-es) tablizatot szeretnék Kkitdlteni a kovetkezd
modon:

— Minden sorban az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szdmok kell, hogy szerepeljenek valamilyen sorrendben
(természetesen a sor valamennyi mez§jébe pontosan egy szam keriil).

— Barmely két sornak legalabb egy helyen/egy mezdben kiilonboznie kell.
— Barmely két sor legaldabb egy helyen meg kell egyezzen.
Legfeljebb mennyi lehet n?

Megoldas. Barmely sorban az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamok egy permuticidja szerepel, ezek
szama: 7! (= 5040). 1 pont
Tekintslink egy olyan adott ajaraszasasaca; permuticiét, mely ott van a tabl4zatban.

A kovetkez6 hat permutacié (az eredeti ,,ciklikusan eltoltjai”) ekkor nem szerepelhet a tab-
l4zatban:

2030405060701
aszaqasaea7a)an
a4a506Q7a71a20a3
a506Q701020304
Ae7a71A2a30405
7410203040506,

hiszen barmelyik permuticié az Osszes helyen kiilonbozik az eredetitdl. 2 pont
Ha a két kiilonb6z6

(6186) ajaaszagasaegay, és

(mésodik)  b;byb3bsbsbgb; permutaciod

szerepel a tdbldzatban, azok hat-hat ,.ciklikus eltoltja” 12 kiilénb6z6 permutécid, ugyanis, ha

lenne az els6 permutécié ciklikus eltoltjai kozott olyan, amelyik megegyezik a masodik per-

mutdcié egy ciklikus eltoltjdval, akkor a mdsodik permuticio is az elsé egy ciklikus eltoltja

lenne, s igy nem lehetne a tablan. 1 pont

De akkor a lehetséges 7! permutédcié sszesen 6! (= 720) darab olyan 7-es csoportra oszt-
hat6, hogy egy-egy csoporton belill legfeljebb egy permuticié keriilhet a tdblara; vagyis
n legfeljebb 720 lehet. 1 pont

Es ez el is érhetd. Példaul irjuk fel a tdblira az osszes olyan permutdciét pontosan egyszer,
amelyek 1-essel kezdédnek.

Ezek szdma 6!, és nyilvan teljesiilnek rajuk a feladat kvetelményei.

Vagyis n maximdlis értéke n = 6! = 720. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok III. kategoria, 2. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Az ABC haromszog beirt kore az AC és BC' oldalakat az X és Y pontokban érinti.
A B-bdl indulé belsd szogfelezé az XY szakaszt P-ben metszi. Mekkora az APB<?

2. 2013 val6s szamra fennall:

1\

az 2 ... 2 axn 2 ax3 =2 0,  valamint

ay 2 ap

61
‘134‘1’@%54"--"‘@%0133?-

Igazoljuk, hogy a; + a; + asz + ... + a2 + az13 = V2013!
Lehet-e a fenti 2013 tagd 0sszeg pontosan v 2013 ?

3. Artur kirdly udvardba hivatalos vendégségbe néhdny lovag. Barmely két lovag vagy bardt,
vagy ellenség (a viszonyok kolcsonosek, és az id6 mildsaval nem valtoznak).

Egy kordbbi vendégség sordn ugyanezek a lovagok le tudtak iilni két asztal mellé gy, hogy
az egy asztalndl iil6k mind bardtai voltak egymasnak.

A mostani vendégség soran a vendégek egyesével érkeztek meg. Erkezésiik utdn minden
érkezd leiilt az egyik olyan asztalhoz, ahol nem iilt ellensége; az ilyen asztalok koziil azt
valasztva, ahol a legtobb baratja iilt (ha egyetlen megfelel6 asztal sem volt, akkor az érkezd
természetesen Uj asztalhoz iilt). fgy osszesen 12 asztal mellé iiltek le lovagok.

Legaldbb hany lovag érkezett a vendégségbe?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABC haromszog beirt kore az AC és BC' oldalakat az X és Y pontokban érinti.
A B-b6l indul6 belsd szogfelezd az XY szakaszt P-ben metszi. Mekkora az APB<?

Megoldas.

B Abrit készitiink, amin felhaszndljuk, hogy a feladat allitasa
szerint a B-bdl induld szogfelez6 metszi az XY szakaszt.
Legyen a beirt kor kozéppontja O (ezen dthalad a B-bdl in-
dulé szogfelezd), €s jelolje Z a beirt kor AB-n fekvé érintési
pontjat.

Az dbra alapjan az a sejtésiink, hogy APB<t = 90°, ezt fog-
juk bizonyitani.
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Ha a metszéspont egybeesik X -szel, akkor ABC' egyenld szari (AB = BC'), és igy nyilvan
a B-bdl induld belsd szogfelez6 merbleges az AC oldalra. 1 pont

A bizonyitds lényege annak megmutatdsa, hogy az A, X, P, O, Z pontok egy AO atmérdjt
koron vannak. Thalész tétele miatt innen kovetkezik a feladat allitasa. 1 pont

A szokdsos médon jelolve a haromszog szogeit a kovetkez6-
ket irhatjuk fel:

Az XCY egyenld szari hdaromszogbdl

CXYq=90°— 21

! 2
X az AX Z egyenl szérd haromszogbdl pedig
A X C
AXZ< =90° — %
Innen n
y a\ _ aty
ZXP< =1 0—( 0—7)—( 0—7): .
< =180 90° — 90° — 5 5

Azt is tudjuk, hogy ZBP< = [3/2, ezért a ZX PB négyszogben az X-nél és B-nél 1évs
szogek osszege 90°, tehdt a Z-nél és P-nél 1évs szogek Gsszege 270°. Viszont OZB = 90°

(érintd), ezért X PO<+ X Z0< = 270° — 90° = 180°, vagyis X POZ hurnégyszog. 2 pont
Thalész tétele miatt AXOZ is hirnégyszog, AO atmérGvel, tehat belattuk, hogy A, X, P,
O és Z egy AO atmérdjti koron vannak, igy APO< = APB< = 90°. 2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: A feladat dllitdsa akkor is igaz marad, ha a szogfelez6 az XY szakasz meg-
hosszabbitdsat metszi.

2. 2013 valds szamra fennall:

ar 2 ax 2 az 2 ... 2 axpi2 = a3 = 0, valamint

61
a§4+a§5+...+a%013 z Z
Igazoljuk, hogy a; + a; + az + ... + a2 + az13 = V2013!

Lehet-e a fenti 2013 tagd Osszeg pontosan v 2013 ?

1. megoldas. Az a; + ay + a3 + ... + a2 + azo13 Osszeget nevezziik el S-nek!
S els6 33 tagjara, és a maradék tagokra is egy-egy alsé becslést fogunk adni.

(1) a; +ay +az+ ...+ azz = 33 - asz a tagok monoton csdkkenése miatt. 1 pont

61
A T < a§4 + a%s + ...+ a%om egyenlStlenség jobb oldaldn 1évé valamennyi ai tagot cse-

réljiink ki a ndla (ugyancsak a tagok monoton csokkenése miatt) nem kisebb as; - aj, taggal.
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Ekkor nyerjiik:

61
Z §a§4+a§5+...+a§013 §a33- (a34+a35+...+a2013).

Ezt az egyenl6tlenséget osztva a pozitiv az3-mal kapjuk (as3 nyilvdn pozitiv, kiilonben as4,
és utdna az Osszes tag is mind O lenne ellentmondasban azzal, hogy a négyzetdsszegiik na-
gyobb 61/4-nél.):

61
4. ass

(2)

< aza+azs + ...+ axis.

(1) és (2) alapjan:
61

+ asj3

S:(a1+a2+...+a33)+(a34+...+a2012+a2013)233-a33+4

Itt a kéttagd szdmtani, mértani kozepek kozotti dsszefiiggést haszndlva

61 61 33.61
>2../33 ass - =4/ =+/33.61 =2013.
4-&33 4-&33 4

Vagyis S val6ban legaldbb v2013.

S 233-a3 +

Akkor van egyenldség, ha az Osszes helyen, ahol becsiiltiink egyenldség van.

6
A ,,szamtani-mértani kozepes becslés” miatt 33 - az3 = ) , S innen
+as33
B 61 /61
WB=Ve33 T Vi
Az (1) becslés miatt a; = ap = a3 = ... = a3z az elsé 33 tagra.

Mig a (2) becslés miatt valamennyi (k > 33) tagra ai = aj - as3.

Ez utébbi csak ugy lehet, ha a; = 0, vagy ax = ass.

Mivel most 5
61 61
2 2 2 2
. =—=33-4/— =33
@34 + @35 - o013 = \ 233 azs,
ez a tagok nem csokkenése miatt azt jelenti, hogy a3y = azs = ... = ags = asz, és a tobbi
tag: 0.

Vagyis: pontosan

61
A =a) =0a3 =...=0A33 = ... = Qe = @, €S a67:(163:...:(12013:0

esetén teljesiil az egyenlség.

2 pont

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

50



2. Megoldas (Janzer Barnabds dolgozata alapjdn).

/ 61
El6szor ,.észrevessziik”, hogy a; = ar, = ... = ags = 'EvR ésagr =aeg =...=ax3=0
esetén egyenldség teljesiil, vagyis a; + az + ... + a1z = V2013.

Ezutdn megmutatjuk, hogy minden mds esetben tudjuk tgy mddositani az a; szdmokat, hogy
a feltételek érvényesek maradjanak, a szdmok Osszege ne ndjon, és végiil legalabb 2013
legyen.

Terviink a kovetkez8: az asq, ass, ... szdmokat Ugy vdltoztatjuk, hogy négyzetdsszegiik ne
véltozzon, és a kis index{iek asq4-hez, a nagy indexiiek pedig 0-hoz kozeledjenek. A kovet-
kez6 lemma alapjan ez a médositds nem noveli (dltalaban csokkenti) a szamok Osszegét.

Lemma: Ha x =y = 0, és x-et megnoveljiik, y-t pedig csokkentjiik (de legfeljebb nulldig)
ligy, hogy az iij szdmok négyzetisszege megegyezzen az x> + y* osszeggel, akkor a kapott
szdmok 0sszege nem nagyobb, mint x + y.

Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy = > y > 0. Legyen a,b > 0 és 2> + 3> = (x4 a)* + (y — b)*.
Innen 2yb — 2za = a®> + b* > 0, vagyis yb > xa. Ez csak gy lehetséges, ha b > a, hiszen
y<z Tehitz+a+y—b=x+y—(b—a)>x+y.

A folytatdsban asg-et rogzitjilk. A 34-nél kisebb index{i szdmokat asz4-re csokkenthetjiik, ez-
zel nem sértjilk meg egyik feltételiinket sem, €s a szamok 0sszege nem nd. A 34-nél nagyobb
indexi elemeknél pedig ismételten alkalmazzuk a lemmadnkat, a kovetkezé méddon:

ElGszor az (ass, axr3) pért ,toljuk” szét, ha lehetséges. A széttolds azt jelenti, amit a lem-
maban végeztiink a szampdrral. Ha ass értéke eléri asq-et, vagy aro3 eléri nullat, megallunk.
Ezutan mindig vessziik a legkisebb indexi olyan elemet, ami kisebb as4-nél, és a legnagyobb
indexiit, ami pozitiv, és veliik folytatjuk a ,széttoldst”. gy a négyzetosszeg nem viltozik,
a szdmok Osszege nem nd (dltaldban csokken), és el6bb-utébb eljutunk a kovetkezd 4lla-
potba:

,T,...,r,x,x,...,x, y ,0,0,...,0, (x 2 vy).
~—
33 db n db A34+4n
Az persze el6fordulhat, hogy a szdmsor végén nincsenek nulldk.

Ha még az is igaz lenne, hogy y =0, akkor kész lennénk, hiszen ebben az esetben

61 . /61
n- CL§4 = Z, vagyis a; = ... =033 = A34 = ... = A344n—1 = % Ekkor

2
61 61 61 61
a1+a2—|—...+a2013:(33+n)-\/R:n-\/%+33-UR =2 33n\/% =/2013.

A megoldas utolsé része tehdt arra irdnyul, hogy megmutassuk, eljuthatunk az y = 0 lla-
potba tgy, hogy a feltételek nem sériiltek, és a szamok Osszege nem nott. Két esetet kiilon-
boztetiink meg aszerint, hogy as4-t8] kezdve ,.elég sok” egyenld elem van-e.

n = 33: Az y szamot nulldra csokkentjiik, az a; = ... = az31,, szdmokat pedig = + 3 33_ -
re noveljilk. Az elemek Osszege nem vdltozott, a négyzetdsszegrdl megmutatjuk, hogy nem
csokkent, vagyis nem sériilt a feltétel.
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Yy
33+n

egyszerisités és (n + 33)-mal val6 szorzds utan ez igy néz ki: y(n + 33) < 2nz +

2
Azt szeretnénk ldtni, hogy naz? +y> < n <x + > . A zérdjel felbontdsa, y > 0-val

n+33
Ez pedig igaz, hiszen (n + 33 < 2n miatt)

y(n+3) <z(n+33) < 2nx < 2nx +

)
n+ 33"

Igy mér csupa egyenld pozitiv szimunk van, amelyeket egyenld mértékben csokkentve a szi-
mok Osszege csokken, a kérdéses szdmok négyzetdsszege pedig 61/4-re csokkenthetd.

B3+n)z+y
34+n >
megmutatjuk, hogy igy a feltételben szerepl6 négyzetosszeg nem csokkent. Az nyilvanvald,

hogy az 6sszeg nem valtozott. A kovetkez6t kell belatnunk:

n < 33: Most az aj,ap . .., a4+, szamokat helyettesitjiik 4tlagukkal (
33+ n)z+y\
ne”+y < (n+1) (34+n )

Rovid szamolas kovetkezik:

2 2
24 < (B3 Emztyy (o 2y
nx+y- < (n+1) ( ¥4 (n+1)-(=z 34

2 2
A e v <n+34 T T T\
A jobboldalrél elhagyva a (nemnegativ) négyzetes tagokat, elég lenne beldtni, hogy

i +x2—2x$_y

<2 )
Y=y n+ 34

Beszorzas utan:
ny* + 34y* < 2*(32 —n) +x - 2ny + 2y).

32 —n 20 és x > y miatt elég lenne:
ny® 434y < 7 (32— n) +y - (2ny + 2y) = ny® + 34y,

ami azonossdg. Tehdt ebben az esetben is egyenlévé tudtuk tenni a szdmsor pozitiv tagjait
a feltételek megsértése nélkiil, €s kozben a szamok Osszege nem nétt. Erdemes megjegyezni,
hogy az el6z6 egyenl6tlenség mindegyik gyengitése az z > y reldcién mulott.

Osszefoglalva: mindkét esetben eljutottunk egy olyan helyzetbe, hogy a; =a; = ... =
= a344n =T > 0 &S azaynt1 = ... = apo13 = 0, tovdbbd teljesiil, hogy a szdmok Osszege

61
az 4talakitds sordn nem nétt (dltaldban csokkent), és a3, + ...+ a3y ;3 = vy

sorrdl pedig kordbban bebizonyitottuk, hogy Osszege legaldbb v/2013.

. Az ilyen szam-
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3. Artur kirdly udvardba hivatalos vendégségbe néhdny lovag. Barmely két lovag vagy bardt,
vagy ellenség (a viszonyok kolcsonosek, és az id6 mildsaval nem valtoznak).

Egy kordbbi vendégség sordn ugyanezek a lovagok le tudtak iilni két asztal mellé gy, hogy
az egy asztalndl iil6k mind bardtai voltak egymasnak.

A mostani vendégség soran a vendégek egyesével érkeztek meg. Erkezésiik utdn minden
érkezd leiilt az egyik olyan asztalhoz, ahol nem iilt ellensége; az ilyen asztalok koziil azt
valasztva, ahol a legtobb baratja iilt (ha egyetlen megfelel6 asztal sem volt, akkor az érkezd
természetesen j asztalhoz iilt). fgy osszesen 12 asztal mellé iiltek le lovagok.

Legaldbb hany lovag érkezett a vendégségbe?

Megoldas. A feladatot atfogalmazzuk grafnyelvre.

A graf csucsai a lovagok lesznek, és két csics pontosan akkor lesz Osszekotve, ha a ne-
kik megfelel6 lovagok ellenségek. A graf cstcsai kiszinezhet6k két szinnel tgy, hogy éllel
0sszekotott csicsok ne kapjanak azonos szint (kordbban két asztal mellé ...). (A grafom
paros graf.) A fels6 szinosztalybeli (a tovabbiakban F'-beli) cstcsok (elsd asztalndl 1évd lo-
vagok) legyenek Fy, F, F3, ..., F,,, mig az als6 (A-beli) szinosztalybeliek (mdsodik asztal):
Ay, Ay, As, ..., Ay, Elek azonos szinosztilyon beliil természetesen nem mennek.

El6szor megmutatjuk, hogy m + n (a lovagok szdma) lehet 22. Legyen n =m = 11, és
a kovetkez6 csticsok legyenek éllel osszekotve: A; (1 = j < 10) csics legyen Osszekotve
az osszes I}, (1 = k < 11) csidccsal, kivéve Fj-t. Mig Aj; cstcs legyen Osszekotve (kivétel
nélkiil) az Osszes Fj, csuccsal. (Ez a definicié mér egyértelmien leirja, hogy a fels6 csticsok
mely als6 csicsokkal vannak 6sszekotve.)

Vagyis a grifom egy ,.majdnem teljes paros graf”, pontosan a 10 darab A; — F; (1 < j =< 10)
€l hianyzik belSle. Most jojjenek a ,,lovagok” az Ay — Fy — Ay, —F, — A3 —...— Ajg— Fio—
— A1 — Fip sorrendben.

A gréf definicidja alapjan
— az elsd két lovag (Aj, Fy) az els$ asztalhoz iil,

— a ,,mésodik két” lovag (A,, F>) a mésodik asztalhoz (hiszen mindkettGjiikknek van ellensége
az elsd asztalndl, viszont egymas baratai),

— a ,.harmadik két” lovag (Aj3, F3) a harmadik asztalhoz (hiszen mindkettGjilknek van ellen-
sége az els6 két asztalndl, de egymasnak baréatai) ...,

—a ,tizedik két” lovag (Ajo, Flo) a tizedik asztalhoz (mindkettGjiikknek van ellensége az elsd
kilenc asztal mindegyikénél, de egymdsnak bardtai),

— Ay a tizenegyedik asztalhoz keriil (az elsd tiz asztal mindegyikénél van ellensége),
— mig Fj; a tizenkettedik asztalhoz keriil (minden asztalnal iil ellensége).
Vagyis a lovagok szdma valéban lehet 22.

Maisodjara megmutatjuk, hogy a lovagok szdma nem lehet 22-nél kevesebb. Legyen a ti-
zenkettedik asztalhoz leiilé egyik lovag (az altalanossag megszoritasa nélkiil) F-beli. Mivel
a tizenkettedik asztalhoz iilt le, ezért az elsd 11 asztal koziil valamennyinél il A-beli lo-
vag, vagyis n = 11. Ekkor a tizenegyedik asztalndl is iil egy A-beli lovag. Emiatt az elsd
tiz asztal koziil valamennyinél kell, hogy iiljon F-beli lovag. De akkor az elsé 10 asztal-
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ndl il6 (legaldbb 10 darab) F-beli, és a tizenkettedik asztalnal iil6 F'-beli egyiitt legaldbb
11 darab F-beli lovag. Vagyis m = 11. Azaz a lovagok szdma m +n = 22.

Vagyis legaldbb 22 lovag érkezett a vendégségbe. 3 pont

Osszesen: 7 pont
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