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Kezdok I-II. kategoéria, 1. fordulé

Feladatok

1. Hény olyan négyjegy( pozitiv egész szdm van, amelynek néhdny szdmjegyét a szdm elejé-
ol (ugyanabban a sorrendben) a szdm végére helyezve visszakaphat6 az eredeti szam? (Pél-
daul az 1234 nem ilyen, mert a 2341, 3412, 4123 mind kiilonboznek téle.)

2. Melyek azok a p, q pozitiv primszamok, melyekre p® — 1 oszthat ¢-val, és ¢*> — 1 oszthaté
p-vel?

3. Hanyféleképpen helyezhetd el egy 8 x 8-as sakktabldn egy 5 x 5-0s négyzet gy, hogy
a kisebb négyzet csicsai a sakktdbla mezdinek valamely csicsédra essenek?

4. Egy hdromszog egyik oldala 2 egység hosszisagu, a rajta fekvs szogek 60° és 75°-osak.

3+V3,

Igazold, hogy a haromszog teriilete ¢ = 5

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hany olyan négyjegy(i pozitiv egész szdm van, amelynek néhiny szdmjegyét a szam elejé-
ol (ugyanabban a sorrendben) a szdm végére helyezve visszakaphat6 az eredeti szam? (Pél-
daul az 1234 nem ilyen, mert a 2341, 3412, 4123 mind kiilonboznek téle.)

Megoldas. Eloszor szamoljuk meg, hiany olyan van, amelynek az els§ szamjegyét athe-
lyezve a szam végére visszakapjuk az eredeti szamot. Az eredeti abcd szdm pontosan akkor
egyezik meg beda-val, ha a = b = ¢ = d, azaz pontosan az aaaa alakd szamok ilyenek, ahol
a (= b= c=d) barmelyik 0-tdl kiilonb6zd szdmjegy lehet, vagyis 9 ilyen szdm van.

Ha az elsé két szamjegy athelyezésével lehet visszakapni az eredeti szdmot, akkor az eredeti
abced szam megegyezik cdab-vel, ami pontosan akkor teljesiil, haa = cés b=d. Az a (= c)
szdmjegy 9 féle lehet (barmi, kivéve a 0-t), a b (= d) szdmjegy pedig 10 féle lehet, igy
Osszesen 90 ilyen szdm van.

Ezek koziil 9-et viszont mar szamoltunk: az aaaa alakiakat, igy csak 81 4j szdmot kapunk.

Végiil, ha az abcd szdm elsé harom szamjegyét athelyezve kaphatd vissza az eredeti szdm,
akkor abcd = dabc, ami pontosan akkor teljesiil, ha a = b = ¢ = d, vagyis ismét csak az
aaaa alakd szdmokat kapjuk meg, azaz nem kapunk 4j megoldast.

Osszesen tehat 90 ilyen szdm van.

1 pont

2 pont
1 pont

1 pont
1 pont



2. Melyek azok a p, g pozitiv primszamok, melyekre p2 — 1 oszthaté g-val, és q2 — 1 oszthat6
p-vel?

Megoldas. Mivel ¢ |p* — 1= (p—1)(p+1), ezért q | p— 1 vagy ¢ | p+ 1, mindkét esetben
g=p+1.

Ugyanigy p < ¢ + 1 is teljesiil. Vagyis a p és ¢ primszamok kiilonbsége legfeljebb 1.

Ha p = ¢ lenne, akkor p | p* — 1 alapjan p | 1 kovetkezne, ami ellentmondads.

Tehat p és g primszamok kiilonbsége pontosan 1, igy az egyik szdm 2, a masik pedig 3.

Ez valéban megoldds, mivel 2 |3 —1=8és3 2> —-1=3.

3. Hanyféleképpen helyezhetd el egy 8 x 8-as sakktabldn egy 5 x 5-0s négyzet ugy, hogy
a kisebb négyzet csicsai a sakktdbla mezdinek valamely csicsédra essenek?

Megoldas. Ha a sakktdbla éleivel parhuzamosak az 5 x 5-0s négyzet élei, akkor illessziik
eldszor a kicsi négyzetet a sakktabla bal felsd sarkdba. Ezt jobbra vagy lefelé legfeljebb 3
egységgel mozgathatjuk el, igy 4 - 4 = 16 ilyen elrendezés van.

Ha az 5 x 5-0s négyzet oldalai nem parhuzamosak a sakktabla oldalaival, akkor a 3, 4, 5 Pi-
tagoraszi szimhdrmas alapjdn négyszogiinket egy 7 x 7-es négyzetbe illeszthetjiik be az aldb-
biak szerint:

—a 7 x 7-es négyzet bal felsd csicsabdl elindulva az 6ramutaté jarasanak megfelel$ irdnyba
egyik esetben 3, 4, mdsik esetben pedig 4, 3 egységekre osszuk fel az oldalakat. A kijeldlt
osztépontok adjak az 5 x 5-0s négyzet csucsait.

”

Az el6zbek alapjan a 7 x 7-es négyzetet 2 - 2 = 4-féleképpen lehet a sakktablan elhelyezni.
Tehat 2 -2 - 2 = § ilyen elrendezés van.

Azaz Osszesen 4 -4 +2 -2 -2 = 24-féleképpen lehet az 5 x 5-0s négyzetet a feltételeknek
megfeleléen a sakktablan elhelyezni.

4. Egy hdromszog egyik oldala 2 egység hosszisagu, a rajta fekvs szogek 60° és 75°-osak.

34+ V3,

Igazold, hogy a hidromszog teriilete ¢ = >

Megoldas. Készitsiink abrat!
C Rajzoljuk be a 75°-o0s szoghoz tartozé B csicsbdl indulé ma-
gassagot, és legyen a talppontja a szemkozti oldalon 7'

Ez a magassdg a hiaromszoget két derékszogli haromszogre
bontja.

Az ABT derékszogli haromszog egy ,,fél” szabdlyos harom-

AB 3
sz0g, ezértAT:T: 1 és BT:{-AB:\@.

A BTC derékszogli haromszogben a B cstcsndl 16v6 szog
nagysdga 75° —30° = 45°, igy ez egy egyenlGszart derékszogi
haromszog, azaz TC = BT = /3.

bomy  (1+V3)-V3 3+3
2 2 2

Igy a hdromszog teriilete: ¢ =

2 pont
1 pont
1 pont
1 pont
1 pont

2 pont

3 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont



Kezdok I-II. kategoria, I1. fordulé
Kezdok III. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. Mely x és y valés szamokra teljesiil a kovetkezd egyenl6tlenség:

r4y+ay >t +y>+ 17

2. Az ABCD szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja AB = 3 cm hosszi. A BC' atmérgji
kor atmegy az atlok metszéspontjan és az AB alap B-hez legkdzelebbi negyedelGpontjan.
Mekkora a trapéz teriilete? (6 pont)

3. Jelolje (a;b) az a és b pozitiv egész szamok legnagyobb kozds osztéjat. Mennyi az aldbbi
2015-tagd Osszeg értéke:

(1;2015) + (2;2015) + (3;2015) + ... + (2014;2015) + (2015;2015)?

4. Egy kiilonboz6 pozitiv egész szdmokbdl allé haromszog alakd szdmtabldzatot ,,érdekes-
nek” neveziink, ha barmely nem a fels6 sorban elhelyezkedd elemére igaz, hogy az el6dl-
lithat6 a kozvetleniil felette elhelyezkedd két szam hanyadosaként. Pl. az aldbbi 3-szintes
tablazat ,,érdekes’:

7 42 14

2

Hatdrozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amely el6fordulhat egy 4-szintes ,,ér-
dekes” szamtédblazat legnagyobb elemeként. (10 pont)

5. Legfeljebb mekkora lehet az |a| + |b| + |c| kifejezés értéke, ha minden —1 < = < 1 esetén
|laz® + bz + c| < 100? (10 pont)

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mely x és y valés szamokra teljesiil a kovetkezd egyenl6tlenség:

t+y+ay > a®+yP+17

(6 pont)

(8 pont)

(6 pont)



Megoldas. A tagokat egy oldalra rendezve és 2-vel megszorozva az egyenlGtlenséget azt
kapjuk, hogy
20 +y*+1—2—y—ay) Z0.

Ebbdl a baloldalt atalakitva azt kapjuk, hogy
(-9’ +(@z-1)°+ -1’0

A baloldal mindhdrom tagja nem negativ, ezért mindharom értéke csak O lehet, tehat: z =y,
z=16és y=1. Igy az egyenl6tlenség csak az © = 1 és y = 1 szamokra teljesiil.

2. Az ABCD szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja AB = 3 c¢cm hosszid. A BC atmérdji
kor atmegy az atlok metszéspontjan és az AB alap B-hez legktzelebbi negyedelSpontjan.

Mekkora a trapéz teriilete? (6 pont)
Megoldas.
D¢ F C Legyen az &atlok metszéspontja M, az AB oldal
B-hez kozelebbi negyedelSpontja H! Készitsiink ab-
rat!

Mivel a BC' szakasz Thalész kore atmegy az M és
m a H ponton, ezért a CM B< = CHB< = 90°.
Igy CH a szimmetrikus trapéz magassiga.
a—c a a—c

: Ebbdl kovetkez6en HB = , azaz — = ,
A a G H B 2 4 2

fgy ¢ = em.

Mivel a trapéz egyenl$ szard, ezért a C DM és az ABM haromszog egyenld szdrd és az
el6zbek alapjan derékszogl is.

Emiatt FM = g = % cm és GM = % = % cm, ahol I a CD oldal, G az AB oldal felez6-

pontja.

a+c —ﬂcmz
2 M7 16

. 9
Igy CH=FG=FM+ MG = 7 ™ Tehét a trapéz teriilete 7' =

3. Jelolje (a;b) az a és b pozitiv egész szamok legnagyobb kozos osztdjat. Mennyi az aldbbi
2015-tagu Osszeg értéke:

(1;2015) + (2;2015) + (3;2015) + ... + (2014;2015) + (2015;2015)?
Megoldas. Mivel 2015 = 5- 13 - 31, azt kell meghatdroznunk, hogy hany olyan 2015-nél

nem nagyobb x pozitiv egész szam van, amelyre (z;2015) értéke 1; 5; 13; 31; 5-13; 5-31;
13 - 31 vagy 2015.

(1 pont)

(3 pont)

(2 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(8 pont)

(1 pont)



Az egyes oszthat6sagi feltételeket teljesité z-ek szdma:
5| (x;2015) 403 db, 13 | (x;2015) 155 db; 31 | (x;2015) 65 db,
5-13 | (x;2015) 31db, 5-31|(2;2015) 13db, 13-31 | (2;2015) 5 db,
5-13-31] (x;2015) 1 db.

A meghatdrozott elemszdmokat a halmazabrdba beirva megéallapithatjuk, hogy

csak az (x;2015) =5 feltételt osszesen 403 — 1 — (31 — 1) — (13 — 1) = 360 db,

csak az (x;2015) = 13 feltételt osszesen 155 — 1 — (31 — 1) — (5 — 1) = 120 db, végiil
kizdrdlag az (z;2015) = 31 egyenlGséget dsszesen 65 —1 — (13 —1) — (5—1) = 48 db szdm
teljesiti.

Igy a 2015-h6z relativ primek szdma: 1440 db (ez utébbi adat meghatirozhat6 az Euler-féle
p-fiiggvénnyel is).

1440 db

oszthato
31-gyel

A kordbbi eredményeinket felhaszndlva a keresett dsszeg értéke:

1440 -1+360-5+120-13+48-314+30-(5-13)+12-(5-31)+4-(13-31)+1-2015
=13 725.

4. Egy kiilonbozd pozitiv egész szdmokbdl 4ll6 haromszog alakd szdmtabldzatot ,.érdekes-
nek” neveziink, ha barmely nem a felsé sorban elhelyezkedd elemére igaz, hogy az el6al-
lithaté a kozvetleniil felette elhelyezkedd két szdm hdnyadosaként. Pl. az alabbi 3-szintes

tablazat ,,érdekes”:

7 42 14

2

Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amely el6fordulhat egy 4-szintes ,,ér-
dekes” szamtdbldzat legnagyobb elemeként. (10 pont)

Megoldas. A 4-szintes ,,érdekes” szamtablazat nem tartalmazhatja az 1-es szdmot, mert
ekkor az elemek kozott biztosan lenne legaldbb két egyenld.

(1 pont)
(1 pont)

(1 pont)

(3 pont)

(1 pont)

(1 pont)



Jeloljiik az als6 sorban helyet foglalé szamot a;-gyel (a; € NT, a; > 2).
Ekkor alulrdl a 2. sorban helyet foglalé pozitiv egész szdmok az a, és aja,, ahol ay # a;.

Alulrdl a 3. sorban az aja, szdm felett kdzvetleniil (tetszdleges sorrendben) az asz és ajazas
pozitiv egész szamok dllnak, ahol a; # a1, asz # as.

Végiil a felsd sorban kozvetleniil az ajara; szam felett (tetszéleges sorrendben) az a4 €s
aijapazas szamok allnak, ahol a4 # a1, a4 # az, a4 # a3. Ez viszont azt jelenti, hogy a felsé
sorban taldlhaté legnagyobb szam legaldbb akkora, mint ajasazaq.

Mivel az ajayazayq szorzat négy kiilonbozd pozitiv egészbdl all, melyek mindegyike leg-

alabb 2, ezért ajarazay = 2-3-4-5=120.
Ezzel a legnagyobb elemmel készithetS is 4-szintes ,,érdekes” tabldzat, példdul az aldbbi:
40 5 120 30
8 24 4
3 6
2

Tehét a feladat feltételeinek megfelelé szam a 120.

5. Legfeljebb mekkora lehet az |a| + |b| + |c| kifejezés értéke, ha minden —1 < x < 1 esetén
’axz + bx + c‘ < 100? (10 pont)

Megoldas. Az dltalanossdg megszoritdsa nélkiil vizsgalhatjuk azt az esetet, amikor a = 0.
(a < 0 esetén a masodfoku kifejezést (—1)-gyel beszorozva tovabbra is teljesiilnek a feladat
feltételei és az egyiitthatok abszoldtértékeinek Osszege is valtozatlan marad.)

Masrészt b < 0 esetén az értelmezési tartomdny O-ra vonatkozdé szimmetridja miatt = he-
lyére (—x)-et helyettesitve nyilvan teljesiil az ]awz — bx + c‘ < 100 feltétel, és az egyiitt-
hatSk abszolutértékeinek Osszege most is ugyanannyi marad. Igy elegendd azzal az esettel
foglalkoznunk, amikor b = 0.

Tekintsiik ezutin az f(z) =az’+br+c (@=>0, b>0, € [-1;1]) fiiggvényt. Mivel
f(0)=cés f(1) =a+ b+ c, ezért a megadott feltétel alapjan

le] <100 és la+ b+ c| = 100,
—100 £ ¢ < 100 és —100 £ a+ b+ c < 100.
c = 0 esetén:
la| 4+ |b] + |¢] = a + b+ ¢ < 100.
c < 0 esetén pedig:
la| + o] +|c|=a+b—c=(a+b+c)—2c = 100 + 200 = 300.

Ez utébbi felss korlat elérhetd példaul az f(z) = 2002* — 100 z € [—1; 1] fiiggvény esetén,
ahol a fiiggvény grafikonja olyan parabola, melynek csicspontja a (0; —100) pont, athalad
a (—1;100), (1;100) pontokon és R; = [—100; 100].

Tehét a keresett kifejezés maximalis értéke 300.

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)
(4 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(2 pont)
(1 pont)



Kezdok 1. kategoria, 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Egy otjegyli szam minden szdmjegye kiilonbozd. Erre a szdmra n = 2, 3, 4 és 5 esetén
egyarant teljesiil, hogy barhogyan vélasztunk ki benne n db szomszédos szdmjegyet, az ezek
osszeolvasasaval kapott n-jegyli szam oszthat6 lesz n-nel. Melyek ezek az 6tjegyd szamok?

2. Adott 10 olyan kiilonb6z6 2-hatvdny, amelyek mindegyikében a 2 kitevdje egy 100-nél
kisebb pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy biztosan ki lehet koziiliik védlasztani néhanyat
(esetleg az Osszeset) Ugy, hogy a kivdlasztott szdmok két olyan csoportba oszthatdk, ame-
lyekben a szdmok szorzata ugyanannyi. (Ha valamelyik csoportba csak egyetlen szam keriil,
akkor abban a csoportban szorzat értéke maga a szdm.)

3. Legyen az ABC hegyesszogli hairomszog C csicsdhoz tartozé magassidgvonaldnak az AB
oldallal alkotott metszéspontja T'. Tiikrozziik a T' pontot a BC' oldal egyenesére, a kapott
pont legyen R. Huzzunk az R ponton keresztiil parhuzamost a CT magassiggal, az igy
kapott egyenes az AC' oldal egyenesét metssze (), a BC' oldal egyenesét P pontban.

Bizonyitsuk be, hogy a PT egyenes pontosan akkor merSleges az AC' egyenesre, ha az
ABC haromszog olyan egyenld szard hdaromszog, amelynek AB és AC oldalai egyenld
hosszisaguiak.

Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Egy otjegyli szam minden szdmjegye kiilonboz6. Erre a szamra n = 2, 3, 4 és 5 esetén
egyarant teljesiil, hogy barhogyan valasztunk ki benne n db szomszédos szdmjegyet, az ezek
osszeolvasasaval kapott n-jegyli szam oszthat6 lesz n-nel. Melyek ezek az otjegyli szamok?

Megoldas. Legyen az Gtjegyd szam: abcede.

Ekkor a feladat feltételei szerint 2 | ab, be, cd és de. Igy b, ¢, d és e paros szdmjegyek és
5| abede, igy e csak O lehet.

4 | bede barmilyen péros d szamjegy vélasztasa mellett teljesiilne, de 4 | abed-nek is teljesiil-
nie kell, ami pontosan akkor teljesiil, ha 4 | cd. Mivel c-r6l kordbban mar megallapitottuk,
hogy paros, igy d értéke csak 4 vagy 8 lehet, azaz cd értéke 24, 28, 48, 64, 68 vagy 84
lehet.

Tehdt a szam végz6dése a 3 | cde feltételt is figyelembe véve csak 240 vagy 840 vagy 480
lehet.

Emellett 3 | bed, tehdt 3 | b+ 6 vagy 3 | b+ 12, amibdl b értékére az egyetlen lehetSség:
b = 6. Tehat a szdm végzbdése 6240 vagy 6480 vagy 6840.



Végiil csak azt kell biztositani, hogy 3 | abe teljesiiljon. Ez pontosan akkor teljesiil, ha
3la+b+c=a+6+c, tehdt 3| a+c, azaz ¢ =2 esetén a = 1 vagy 7, ¢ = 4 esetén a = 2
vagy 5 és ¢ = 8 esetén a = 1 vagy 7.

Tehét a keresett szamok: 16240, 16 840, 26 480, 56480, 76 240 és 76 840.

oo oo | =
INEN I EN N
== E=E=E=1E=1k

N = a9 =2
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2. Adott 10 olyan kiilonb6z 2-hatvany, amelyek mindegyikében a 2 kitevoje egy 100-nél
kisebb pozitiv egész szdm. Igazoljuk, hogy biztosan ki lehet koziilik valasztani néhdnyat
(esetleg az Osszeset) ugy, hogy a kivélasztott szdmok két olyan csoportba oszthaték, ame-
lyekben a szamok szorzata ugyanannyi. (Ha valamelyik csoportba csak egyetlen szdm keriil,
akkor abban a csoportban szorzat értéke maga a szdm.)

Megoldas. A hatvanyozds azonossidgai miatt a feladat atfogalmazhato:

Tegyiik fel, hogy adott tiz 100-ndl kisebb pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy biztosan ki
lehet koziilikk vélasztani néhdnyat (esetleg az Osszeset) igy, hogy a kivalasztott szdmok két
olyan csoportra oszthaték, amelyekben a szdmok 6sszege ugyanannyi. (Ha valamelyik cso-
portba csak egyetlen szam keriil, akkor abban a csoportban az Osszeg értéke ez a szam.)

Egy 10 elemi halmaznak 2'° (= 1024) részhalmaza van.

10 darab 100-nél kisebb pozitiv egész szdm Osszege legaldbb 55 és legfeljebb 945 lehet,
azaz a 10 szdmbdl képzett Osszegek legfeljebb 891 kiilonbozd értéket vehetnek fel. (Az is
elég, ha helyesen indokolja, hogy a lehetséges 0sszegek szdma kevesebb, mint 1024.)

Mivel a lehetséges értékek szdma kevesebb, mint a részhalmazok szdma, igy a skatulya-
elv értelmében kell lennie két olyan részhalmaznak, amelyekben szerepld szamok Osszege
ugyanannyi.

Hagyjuk el ennek a két halmaznak a k6z0s elemeit! Az igy kapott halmazok koziil egyik sem
lehet tires, mivel ez azt jelentené, hogy az egyik halmaz tartalmazza a masikat, ami lehetet-
len, hiszen elemeik Osszege egyenld. Az igy kapott halmazokban szerepld szdmok Osszege
tovdbbra is egyenld lesz, azaz ezek a szdmok megfelelnek a feladat kovetelményeinek.

3. Legyen az ABC' hegyesszogli haromszog C' csticsdhoz tartozé magassagvonaldnak az AB
oldallal alkotott metszéspontja 1. Tiikrozziikk a T pontot a BC oldal egyenesére, a kapott
pont legyen R. Huzzunk az R ponton keresztiil parhuzamost a CT magassdggal, az igy
kapott egyenes az AC' oldal egyenesét metssze (), a BC' oldal egyenesét P pontban.

Bizonyitsuk be, hogy a PT egyenes pontosan akkor merSleges az AC' egyenesre, ha az
ABC héaromszdg olyan egyenl$ szard haromszog, amelynek AB és AC oldalai egyenld
hosszisaguiak.



Megoldas. Készitsiink abrat!

Jelolje a PT és AC egyenesek metszéspontjat S,
és vezessikk be a § = ABC<, vy = BCA< és p =
= PSC< jeloléseket! Megmutatjuk, hogy ¢ = 90°
pontosan akkor teljesiil, ha § = ~, vagyis az ABC
haromszogben AB = AC.

A CT és PR egyenesek pdrhuzamossiga miatt
TCB< és CPR< valtészogek, tovabbd a T' és R
pontoknak a PC' egyenesre valé szimmetridja alap-
jan CPS< = CPR<. Mivel CTB< =90°, ezért
azt kapjuk, hogy CPS< =TCB< =90° — §.
Ekkor a C'PS haromszogben ¢ = 180° — (90° — 3) — v = 90° — (v — ). Ez pedig azt jelenti,
hogy ¢ = 90° akkor és csak akkor teljesiil, ha 5 = ~.

Kezdok II. kategéria, 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az aldbbi egyenletrendszert:

(1 2 =9(y* =3y +3) =0,
) Yy —9(z*=32+3) =0,
3) 7 —9(2* =32+ 3) =0.

2. Az ABC haromszog AD, BE és CF sulyvonalai az S pontban metszik egymast. Bi-
zonyitsuk be, hogy ha az AES, BDS és C'DS haromszogek beirt koreinek sugara azonos
nagysagu, akkor az ABC' haromszog szabélyos!

3. Legfeljebb hany szdmot lehet kivélasztani az {1,2,3,...,100} halmazbdl dgy, hogy se-
melyik két kiilonbdz6nek a szorzata ne legyen négyzetszam?
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldjuk meg a valés szdmok halmazin az aldbbi egyenletrendszert:

(D 2 —9(y* =3y +3) =0,
(2) ¥ —9(2* —32+3) =0,
A3) 72 —9(2* =3z +3) =0.

Megoldas. Irjuk fel az egyenletrendszert az aldbbi alakban:
(y—3) =y’ -,
(z-3)° =2 -,
(x—3)° =2 -2

Az egyenleteket Osszeadva:

“4) (=37 +@w-3>+(=-37°=0.

A kapott egyenlet baloldaldn szerepld kifejezések valamelyikének nemnegativnak kell lennie,
ezért az egyenlet szimmetridja miatt az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
T = 3.

Ekkor a (3)-as egyenlet atrendezésével

23— 27 =9z(z - 3).

Ebbdl az z-re tett feltétel alapjan z° — 27 > 0, azaz z > 3.
Hasonloképpen adddik a (2)-es egyenletbdl, hogy y = 3.

Mivel 3 nemnegativ szdm 0sszege pontosan akkor 0, ha minden tag értéke 0, ezért a (4)-es
egyenlet figyelembevételével az egyenletrendszer egyetlen megolddsa: x =y = 2z = 3.

A kapott értékeket ellendrizve azok teljesitik a feladat feltételeit.

2. Az ABC haromszog AD, BE és C'F sulyvonalai az S pontban metszik egymadst. Bi-
zonyitsuk be, hogy ha az AES, BDS és C'DS hiromszogek beirt koreinek sugara azonos
nagysagu, akkor az ABC' haromszog szabalyos.
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Megoldas. A feladatban szerepld korok sugarat, kozéppontjait és érintési pontjait jeloljik
az dbra szerint.

A

B Q D C

A BDS és CDS hiaromszogek teriilete megegyezik, mivel az S-b6l indulé magassaguk
kozos €s az S-sel szemkozti oldaluk egyenld hosszu.

A BDS hiaromszog feloszthaté az O,BD, O,DS és 0,5B, a CDS haromszog pedig
az O3 DC, O3CS és 035D haromszogekre.

Az O, BD haromszog teriilete megegyezik az O3 DC haromszog teriiletével, mivel az egyik
oldaluk €s a hozza tartoz6 magassaguk egyenld. Hasonloképpen az O, DS és az O3 DS ha-
romszogek teriilete is azonos. Emiatt az 0,5 B haromszog és az O;C'S haromszog teriilete
is megegyezik.

Mivel ezen két hdromszognek van két egyenld hossziisdgd magassiga, ezért a hozzitartozd
egy-egy-oldaluk is megegyezik, azaz BS = CS.

Tudjuk, hogy BD = DC, tehat BDSA = C'DSA, mivel oldalaik paronként egyenlSk.
Az egybevagdsag alapjan BDS< = CDS< és BDS<+ CDS< = 180° alapjan BDS< =
= CDS<=90°.

Mivel az AD silyvonal egyben magassag is az ABC haromszogben, ezért az ABC' harom-
sz0g egyenlOszara és AB = AC.

Mivel az O; és O, az ASE< és a BSD< szogfelezGjén helyezkednek el és ASE< =
= BCD«, ezért O,SR<t = 0,SL<. Tovabbd O;L = O,R és O, LS<t = O,RS< =90°
alapjan O;SLA = O,SRA és SL = SR.

Az ASE és BSD haromszogek 3-3 egybevagd haromszogparra bonthatok fel (O;SLA =
= OSKA, O.ELA =2 OEMA, OiAMNA = O1AK/A, illetve O,SRA = O,SPA,
O,BPA =2 0;BQA, O,DQA = O, DRN).

Felhasznalva, hogy az ABC haromszoget silyvonalai 6 egyenld teriiletdi részre bontjak:

t(ASEA) =t(BSDA), azaz

SL-r AM-r ME-r SP-r BQ-r QD-r
2 =2 .
< 2 + 2 + 2 > < 2 + 2 * 2 )
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Mivel SL = SP,

AM + ME = BQ +QD,

AE = BD,
1 1
5AC = 2BC,

AC = BC.

Ezzel belattuk, hogy az ABC' haromszog szabdlyos.

3. Legfeljebb hdny szdmot lehet kivélasztani az {1,2,3,...,100} halmazbdl tgy, hogy se-
melyik két kiillonboz6nek a szorzata ne legyen négyzetszam?

Megoldas. Egy pozitiv egész szamrdl azt mondjuk, hogy négyzetmentes, ha nincs 1-nél
nagyobb négyzetszam osztdja, masképpen szdlva: a primtényezds felbontdsiban minden
primszdam 1 kitevdvel szerepel. Jeloljik M (n)-nel az {1,2,3,...,n} halmazban levd
négyzetmentes szamok szamdt. Belatjuk, hogy legfeljebb M (n) szdm vélaszthaté ki
az {1,2,3,...,n} halmazbdl gy, hogy semelyik kett§ szorzata nem négyzetszam, és hogy
ennyi kivalaszthat6.

Egyrészt ennyi kivélaszthatd: valasszuk ki az 0sszes négyzetmentes szdmot. Ha vesziink két
kiilonboz6t, akkor van olyan p primszdm, ami pontosan az egyiknek a primtényez6s felbon-
tasdban szerepel (€s abban az els6 hatvanyon). Ekkor a szorzatukban is az els6 hatvanyon
szerepel, vagyis a szorzatuk nem négyzetszam.

Masrészt tobb nem valaszthaté ki. Ehhez sziikségiink lesz az alabbi segédtételre: minden &

pozitiv egész szam felirhaté k = a®b alakban, ahol a, b pozitiv egész szdmok, és b négy-
zetmentes. Ennek bizonyitdsa a kovetkezd. Legyen a a k szdm legnagyobb négyzetszdm
k
osztdja, €s legyen b = —. Nyilvan b is egész szam, dllitjuk, hogy négyzetmentes. Legyen
a
¢ a b egy négyzetszam osztéja, ahol ¢ pozitiv egész. Be kell latnunk, hogy ¢ = 1. Nyilvan
) b
k= (ac)”—,
&
valasztottuk, hogy k legnagyobb osztdja legyen, nyilvan ¢ = 1. Ezzel a segédtétel bizonyi-
tasat befejeztiik.

és mivel b/c? egész, ezért (ac)® a k egy négyzetszam osztéja. Mivel a’-et gy

Most térjiink vissza a feladathoz. Tegyiik fel, hogy M (n)-nél tobb szdmot valasztottunk ki
az {1,2,3,...,n} halmazbdl. Minden kivélasztott szdmot irjunk fel négyzetszdm - négyzet-
mentes alakban, ami a segédtétel értelmében megtehet. A négyzetmentes részek
az {1,2,3,...,n} halmazbdl keriilnek ki. Mivel ebben a halmazban M (n) darab négyzet-
mentes szam van, a kivélasztott szamok pedig M (n)-nél tobben vannak, a skatulya-elv ér-
telmében van két olyan, amelyeknek a négyzetmentes része megegyezik, legyenek ezek a%b
és a2b. Ekkor ezek szorzata (aa,b)*, ami négyzetszam.

Most n = 100-ra specializalunk, M (100) = 61, azaz ennyi a kivalaszthaté szamok maxima-
lis szdma.
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Kezdok III. kategoria, 2. (donto6) fordulé

Feladatok

1. Két egységsugard kor metszi egymast az A, B pontokban. Hizzuk meg a két kor egyik
kozos kiilsd érint6jét, a keletkezb érintési pontok legyenek F és F, ekkor EBF' A egy kon-
kav négyszog.

Legfeljebb mekkora lehet ennek a négyszdgnek a teriilete?

Milyen messze van a két kor kdzéppontja egymdstdl, ha a négyszog teriilete maximalis?

2. Legyenek aj,ay,...,a100,b1,02,...,b100 az 1,2,...,200 szamok valamilyen sorrendben.
Adjuk meg az ay,ay, . .., a0, b1, b2, . .., b1oo szamokat gy, hogy az (a; — bj)2 (1 <7100,
1 £ j £ 100) szdamok Osszege a lehetd legkisebb legyen!

3. Egy 16 tagi Osszejovetelen a vendégek kézfogdssal idvozolték egymast (de nem biztos,
hogy mindenki mindenkivel kezet fogott). Valaki észrevette, hogy barmelyik két vendéghez
talalhat6 két masik, akik mindkettejiikkel kezet fogtak.

a) Bizonyitsuk be, hogy van olyan vendég, aki legaldbb 6 mdsik vendéggel fogott kezet!

b) Biztosan van-e olyan vendég, aki 7 mdsik vendéggel fogott kezet?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Két egységsugari kor metszi egymdst az A, B pontokban. Hizzuk meg a két kor egyik
kozos kiilsé érintGjét, a keletkezd érintési pontok legyenek E és F', ekkor FBF' A egy kon-
kav négyszog.

Legfeljebb mekkora lehet ennek a négyszdgnek a teriilete?

Milyen messze van a két kor kdzéppontja egymdstdl, ha a négyszog teriilete maximalis?

Megoldas.

Készitsiink abrét, a korok kozéppontjait jeldljik Oy,
Oz-Vel.

Szimmetria okokbdl EBF' A egy deltoid, a keresett
teriiletet pedig EBF és EAF egyenlészari harom-
sz0g teriiletének kiilonbsége adja meg. A korkozép-
pontok tdvolsagat jeloljik 2x-szel (0 < x < 1, hi-
szen 2 metszéspont van), a korok metszéspontjainak
tavolsagat pedig 2y-nal, s mivel egységkorokrdl van
526, igy 2* +y* = 1.
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Mindkét haromszog alapja 2z, az egyik magassidga 1 + y, a masiké 1 — y, igy a teriileteik
kiilonbsége:
2z(l+y) 2z(l —y)

tEBFA = 5 - 5 = 2xy.

A mértani és a négyzetes kozepek kozti egyenlStlenség alapjan
21 .2 1
N Ep T

1
Vagyis /xry nem haladhatja meg \/;-et, s ezt pontosan akkor veszi fel, ha x =y =1/ V2.

Ekkor zy = 1/2, azaz a kérdéses teriilet 1 teriiletegység. Ekkor a korkozéppontok tdvolsdga

2-1/V2=V2.

2. Legyenek ay,as,...,a100,01,02,...,b100 az 1,2,...,200 szimok valamilyen sorrendben.
Adjuk meg az ay,ay,. . .,ai0,b1,b2,. .., bioo szdmokat gy, hogy az (a; — bj)2 1 <4100,
1 < 7 < 100) szamok Osszege a lehetS legkisebb legyen!

Megoldas. A kérdéses Osszeget irjuk it a kdvetkezd mddon:

100 100
> (ai—bj)* =
1 j=1

oS

S:

(]

%

ZIOO(CL%—FG%—F+a%00+b%+b%++b%00)_
_Z(CLI+a2+...+a]00)(b]+b2—|—...+b100):
=100(1* + 2% + ... +200%) — 2(a; +a> + ...+ aioo) (b1 + b2 + ... + bigo)-

Ez azt jelenti, hogy S akkor minimdlis, ha az (a; +ay + ...+ aj00)(b1 + b2 + ... + bioo)
szorzat maximalis.

A szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlStlenség szerint

(a1 +ar+...4+ai0)(bi + b+ ...+ big) =

< <a1—|—a2+...+a100—|—b1+b2+...+b100>2_ <1+2—|——|—200>2
2 B 2 ’

és egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha a; +ax + ... 4+ ajg0 = b1 + b2 + ... + bigo.

Ez pontosan akkor fordulhat els, ha az elsé 200 pozitiv egész szdmot szét lehet osztani
két darab 100-as csoportba tgy, hogy azokban a szdmok Osszege megegyezzen. Ez persze
megtehetd, alkossa példaul az {1;200}, ..., {100; 101} pérok koziil 50 az egyik csoportot,
50 a mésikat. Azaz példaul, az a; =1, ap =2, ..., asp =50, as; = 151, as, = 152, ...,
a0 = 200, by =51, by =52, ..., bigo = 150, egy jo megoldas.
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3. Egy 16 tagi Osszejovetelen a vendégek kézfogassal idvozolték egymadst (de nem biztos,
hogy mindenki mindenkivel kezet fogott). Valaki észrevette, hogy barmelyik két vendéghez
taldlhat6 két masik, akik mindkettejiikkel kezet fogtak.

a) Bizonyitsuk be, hogy van olyan vendég, aki legaldbb 6 masik vendéggel fogott kezet!

b) Biztosan van-e olyan vendég, aki 7 masik vendéggel fogott kezet?

Megoldas. «) Indirekt tegyiik fel, hogy minden vendég csak legfeljebb 5 mdsikkal fogott
kezet.

Legyen A és B két vendég. Az 0sszes olyan vendégnek, aki kezet fogott A-val és B-vel,
adjunk egy cédulat azzal a felirattal, hogy ,,Te kezet fogtal A-val és B-vel”. Ezutan tegyiik
ezt meg A és B helyett a vendégekbdl alkotott 6sszes parral. Most szamoljuk le a kiosztott
céduldkat kétféleképp.

Egyrészt barmely A, B-hez két olyan ember is van, akinek réluk sz6l6 cédulat adtunk: azok-
nak, akik A-val és B-vel is kezet fogtak. A 16 emberbdl 16 - 15/2 = 120 par alkothatd, pa-
ronként legalabb két cédulat kiosztottunk, igy a kiosztott céduldk szdma 120 - 2 = 240.

Masrészt egy rogzitett embernél pontosan annyi cédula van, ahdny part lehet alkotni azokbdl
az emberekbdl, akikkel kezet fogott (minden egyes a vele kezet fogott emberekbdl alkotott
parrdl szolé cédula van néla, és masmilyen nincs). Mivel egy rogzitett ember legfeljebb
5 masikkal fogott kezet, Gsszesen legfeljebb 5-4/2 = 10 cédula lehet néla. Ez a 16 emberre
osszesen legfeljebb 16 - 10 = 160 cédula.

Azaz a kiosztott céduldk szama egyrészt legalabb 240, masrészt legfeljebb 160, ami ellent-
mondés.

b) Nem. Jegyezziik fel a 16 vendég nevét egy 4 x 4-es tdbldzatba, és fogjon mindenki kezet
a vele egy sorban vagy egy oszlopban all6kkal.

A feltétel teljesiil: ha két ember egy sorban (illetve egy oszlopban) van, akkor az a két ember,
aki veliik egy sorban (illetve egy oszlopban) van, mindkettejiikkel kezet fogott; ha két ember
nincs sem egy sorban, sem egy oszlopban, akkor vegyiik fel a rajtuk 4tmend sorokat és
oszlopokat, ezeknek rajtuk kiviili két metszéspontjaban all6 emberek mindkettejiikkel kezet
fogtak.

Vildgos azonban, hogy mindenki pontosan 6 emberrel fogott kezet (a sordban és az oszlo-
paban is 3-3 ember van rajta kiviil).

Haladok - 1. kategoria, elso (iskolai) fordulé

Feladatok

1. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az aldbbi egyenletrendszert:
$2 - y2 = 2($+y),
? +y* =5(z —y).
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2. Melyik az a legkisebb n természetes szam, amire
1 1 1
Il—=]-(1==) -...-(1=-= 0,517

3. Van-e olyan szdmrendszer, amelyben az 572 alaki szdm oszthat6 a 275 alakd szdmmal?

4. Az egyenlGszari ABC haromszog b szara kétszer olyan hosszd, mint az a alapja. Az AC
szarra mint atmérd folé kort rajzolunk. Ez a kor a AB alapot P, az BC szarat () pontban
metszi. Hanyad része a PQ)B haromszog teriilete az ABC' haromszog teriiletének?

5. Héany olyan szdm van 0 és 9999 kozott, amelyikben tobb 2-es van a jegyek kozott, mint
1-es? (P1. 2012 ilyen, de 2014 nem.)

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldjuk meg a valés szdmok halmazan az aldbbi egyenletrendszert:
'12 _y2 = 2($+y>,

? +y* =5(z —y).

Megoldas. Alakitsuk szorzattd az elsd egyenlet bal oldalat:
(z+y)(z—y) =2z +y).
Bal oldalra rendezve, és (x + y)-t kiemelve kapjuk, hogy
(x+y)(lx—y—2)=0.
Szorzat akkor nulla, ha az egyik tényezdje nulla. Igy két lehetSségiink van:

Lz+y=0.
Ebbdl z—et kifejezve és az x* + y* = 5(x — y) egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy

2% = —10y.
Egy oldalra rendezve és szorzattd alakitva:

Yy +5y =0,

yly+5) =0,

amibdl y; = 0 vagy y, = —5 adddik.
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Ennek megfeleléen x; = 0, illetve z, = 5. 1 pont
Lz—y—-—2=0. 1 pont
Ebbdl x-et kifejezve és a masik egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy

2+’ +y’ =52,

202 +4y —6=0. 1 pont
Aminek megolddsai az y3 =1 és az ys = —3. A nekik megfeleld z-ek: z3 =3 és az
z=—1. 1 pont

Tehdt az egyenletet négy szampdr elégiti ki, nevezetesen a (0;0), (5;-5),
(—1;-3).

(3;1),

2. Melyik az a legkisebb n természetes szam, amire
1 1 1
Il—=)-(1l=-=) .- 1== 0,517

Megoldas. Kozos nevezdre hozzuk a zaréjelekben 1évo kifejezéseket:

Osszesen: 7 pont

1 1 1 4—1 9-1 n*—1
I—=)-(1=-=) .- [1=-—= ] = . . 1
(1=8)(ms) () -
A szamléldkat és a nevezdket is szorzattd alakitjuk:
4—1 9-1 n?—1 1.3 2.4 (n—2)-n (n—1)-(n+1)
. = . . . 2 pont
4 9 n? 2-2 3.3 (n—1)-(n—1) n-n
Az 0sszes lehetséges egyszertisités elvégzése utdn a kovetkez6 alakot kapjuk:
1 n+1 | )
— - . on
2 n P
N . . s . n+1
Keressiik tehat a legkisebb n értéket, amire < 0,51. 1 pont
n
Egyszert atalakitasokkal:
n+1 1 1 1 1 1 1
05l -4+ —<-4+—&  —<—&2 100 50. 1 t
n <0, @2+2n<2+100@2n<100@ n > S n > pon
A legkisebb érték, amire teljesiil az egyenl6tlenség n = 51. 1 pont
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3. Van-e olyan szdmrendszer, amelyben az 572 alakid szdm oszthat6 a 275 alakd szdmmal?

Megoldas. Tegyiik fel, hogy van ilyen szdmrendszer. Legyen a szdmrendszer alapszdma z.
Tudjuk, hogy ekkor z > 1 egész szam.

Térjiink at 10-es szdmrendszerre! Az oszthatdsdg pontosan akkor teljesiil, ha 1étezik olyan

5z 4 Tz 42
a feltételeknek megfelel6 n, amelyre az % értéke egész szam. 1 pont
A tortet atalakitva:
5224+ Tx+2  (5z+2)(xz+1) Sz+2 22z +5)+z—8 oy x—8 5 vont
221 75+5 (z+5)z+1) 22+5 25 +5 Tt ys P
R r—8 g : .
Vizsgaljuk az w5 < 1 egyenlétlenséget. Mivel a 2z 45 > 0, ezért
x
r—8<2x+5
—13 < x,
ezért az egyenlStlenség minden 1-nél nagyobb egész szdm esetén teljesiil. 2 pont
Emiatt csak az x = 8 esetben lehet megoldas 1 pont
A 8-as szamrendszerben val6ban teljesiil az oszthatdsag. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha a versenyzd megtaldlja a helyes alapszamot, de nem bizonyitja, hogy mas
lehet6ség nincs, legfeljebb 3 pontot kaphat.

4. Az egyenlbszari ABC haromszog b szara kétszer olyan hosszu, mint az a alapja. Az AC
szarra mint atmérS f6lé kort rajzolunk. Ez a kor a AB alapot P, az BC szarat () pontban
metszi. Hanyad része a PQ)B haromszog teriilete az ABC' haromszog teriiletének?

Megoldas.
C Mivel AC, mint 4mérd f6lé rajzoltunk kort, igy ez AC'
Thélesz kore: APC<t = AQC<t = 90°.
fgy P az alaphoz tartozé magassag talppontja, () pedig
a BC szarhoz tartoz6 magassag talppontja. 1 pont
APC haromszog hasonlé a BQA hiaromszoghoz, mi-
b vel megegyeznek a szogeik: APC'<t = AQC< =90°,
illetve az ABC' haromszog alapon fekvs szogei:
ABQ< = CAP«. 1 pont
A P a B
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Ezért a megfeleld oldalak ardnya megegyezik:

a
AB  AC’ a  2a’

mivel b = 2a, ezért QB = 1 pont

@
1
Az APC haromszog és a BQ) A hiaromszog hasonlésaganak ardnya, igy

_9B _

)\—AP— =-. 1 pont

SN PN
\

A hasonld alakzatok teriiletének ardnya a hasonlésdg ardnydnak négyzetével egyezik meg:

Tape _ (1 > _ 1
Tarc 2 “

(4) Tapc =4 Tapq- 1 pont

Az APC haromszog teriilete az A BC haromszog teriiletének fele, mivel az ABC' egyenls-
szard haromszogben a PC magassdgvonal egyben tiikkortengely is:

Tapc
Tapc = >

Az ABQ haromszogben QP az AB oldalhoz tartozé sulyvonal. A silyvonal felezi a te-
riiletet, (mivel azonos magassag mellett az alap hossza felez6dik) igy a PQ B hiromszog
teriilete fele az ABQ hdromszogének: Tapg = 2 - Trpg. 1 pont

Ezeket behelyettesitve (i)-be kapjuk, hogy

TaBc
2

=4-2-Tppq,

TprBQ 1
Tapc 16

Azaz a PB(Q haromszog az ABC héaromszog teriiletének 16-a. 1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Hany olyan szam van 0 és 9999 kozott, amelyikben tobb 2-es van a jegyek kozott, mint
1-es? (P1. 2012 ilyen, de 2014 nem.)

Megoldas. 0-9999-ig 6sszesen 10 000 darab szam van.
Minden szdmot négyjegytiként fogunk kezelni (pl. a 13-at — 0013-ként).
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Az alapotlet: megszamolom az 0sszes olyan szdmot, amelyikben ugyanannyi darab 1-es és
2-es jegy szerepel.

A ,maradék” szdmok: azok, ahol vagy az 1-esbdl van tobb, mint a 2-es jegybdl, vagy for-
ditva.

A ,maradék” szdmnak éppen a fele lesz az, ahol tobb 2-es jegy van, mint 1-es, mert a ,,ma-
radék” szdmok parokba rendezhet6ek ugy, hogy

a) az egy parba keriil6k koziil az egyikben az 1-es jegy, a mdsikban a 2-es jegybdl van
tobb,

b) minden ,,maradék” szdm pontosan egy parba keriil.

(Egy lehetséges parositds: egy ,,maradék” szdm parja: az a ,maradék” szam, amelyet Ggy
kapok, hogy az eredeti szdm 1-es jegyeit 2-esre, 2-es jegyeit l-esre cserélem. Vagyis pl.
2012 + 1021, vagy 110 = 0110 < 0220 = 220.)

Most lassuk a szdmoldst!
Olyan szdm, amelyben 0 darab 1-es és 0 darab 2-es jegy van: 8* = 4096 darab van.
Olyan, ahol 1 darab 1-es, és 1 darab 2-es van: 4 - 3 - 82 = 768 darab van.
(Hiszen pl. az 1-es jegy 4 helyre, a 2-es mér csak 3 helyre tehetd, a maradék 2 jegy pedig
8-8 féleképp tolthetd ki!)

4
Olyan szam, amelyben 2-2 1-es, és 2-es jegy van, <2> = 6 darab van.
Vagyis Osszesen 4096 4+ 768 + 6 = 4870 darab olyan szdm van, amelyikben azonos szamu
1-es, €s 2-es van.
Vagyis a ,,maradék” szdmok szdma: 10 000 — 4870 = 5130.

5130

Innen a nekiink j6 szdmok szdma: = 2565.

Vagyis 2565 darab olyan legfeljebb négyjegyli szdm van, amelyikben tobb 2-es jegy van,
mint 1-es.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok 1. kategoria, 2. fordulo

Feladatok

1. Oldja meg a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenletet!

2 —[z] =3.

([x]: az = valés szdm egész része. Az x valés szdm egész részén azt a legnagyobb egészet
értjiik, amely nem nagyobb x-nél. Ez magdaval x-szel egyenld, ha x egész.)
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2. Az ABCD négyzet A csticsan atmens egyenes a DC oldalt F, a BC oldal meghosszab-
bitasat F' pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy

1 N 11
AE? = AF?  AB?

3. A 49 szam két szdmjegye kozé beirjuk a 48 szdmot, majd a belsd 4-es és 8-as kozé
Ujra beirjuk a 48-at, majd ezt néhdnyszor megismételjiik (44 ...48...89). Igaz-e, hogy igy
mindig négyzetszamot kapunk?

4. Egy téglatest éleinek mérdszamai egészek. A téglatest térfogatdnak, fél felszinének, és
az egy csucsbdl kiindulé élek hosszanak mérdszamait 6sszeadva 2014-et kapunk. Mekkorak
a téglalap élei?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldja meg a valdés szdmok halmazan a kovetkezd egyenletet!

2 —[z] =3.

([x]: az x valdés szdm egész része. Az = valds szdm egész részén azt a legnagyobb egészet
értjiik, amely nem nagyobb z-nél. Ez magdval z-szel egyenld, ha = egész.)

Megoldas. Grafikus megoldis:

Az egyenlet dtrendezése: x° = [2] + 3 alakba.

Ko6z6s koordindtarendszerben valé dbrdzoldsa a jobb és
a baloldali kifejezésnek, mint fiiggvénynek: f(z) = z
és g(x) = [z] + 3.

A metszéspont masodik koordindtdjdnak megallapitdsa
a grafikonrdl: y = 4.

Az z értékének meghatdrozdsa: x° = 4, x = V4.

Annak magyardzata, hogy nincs tobb metszéspont, igy ez az egyetlen megoldas.
Példaul egy lehetséges indoklds:

Illessziink egyeneseket a g(x) = [z] + 3 figgvényhez: y = = + 3 és y = = + 2. Vizsgaljuk,
hogy hany metszéspontja van a két egyenesnek az f(x) = 2* fiiggvénnyel.

=+ 2, 2° = x + 3. Atrendezve a kovetkezs alakba hozhatéak:

z-(x+1)-(z=1)=2, z-(z+1)-(x—1)=3.
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A baloldali szorzat x = —1, x = 0, x = 1 helyeken el&jelet valt, illetve ezekben a pontokban
a baloldal értéke nulla, tehdt itt nincs metszéspont. Vizsgdljuk a lehetséges megolddsokat
a kovetkezd intervallumokon:

< —1 A baloldali szorzat negativ, nincs metszéspont.
—1 <z <0 | A baloldali szorzat értéke pozitiv és kisebb, mint 2, nincs metszéspont.
0 <z <1 | A szorzat értéke negativ, nincs metszéspont.
1 <2 <2 | Biztosan van egy metszéspont, mivel z = 1 helyen ° < z + 2, és x = 2
helyen z° > z + 3.
2<z A szorzat értéke nagyobb, mint 6, nincs metszéspont. 2 pont

Az egyenlet atrendezhets a kovetkezd alakba is: x° —3 = [2], ekkor f(z) =2’ —3 és
g(a) =zl y =1L
A részpontok az el6bb leirtaknak megfeleléen adhatdak.

Ha prébalgatassal megtaldlja a helyes megoldast, akkor maximum 3 pont adhatd.

Osszesen: 7 pont

2. Az ABCD négyzet A cstcsan atmend egyenes a DC oldalt £, a BC' oldal meghosszab-
bitasat F' pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy

1 1 1

AR T AR T AR

Megoldas. Felhasznaljuk, hogy ADFEA ~ ABFa, mert mindkettd derékszogl, tovabba
DAFE< és AF B« valtészogek. 2 pont

Legyen a négyzet oldaldnak hossza AB =1 és vezessilk be a DFE = z jelolést. Ekkor
BF 1 1
EC =1 —z. A fenti hasonlésagbol - =7 vagyis BF = — kovetkezik. 2 pont
T T

A Pitagorasz-tételt az ADE és ABF haromszogekre alkalmazva a bizonyitandé allitas a ko-

vetkez6 alakot oOlti: . |

Ty

=1 1 pont

A misodik tortet bgvithetjikk x>-tel, és igy kapjuk, hogy

1 x?

1+x2+x2+1:

1,

ami nyilvan igaz. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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3. A 49 szam két szamjegye kozé beirjuk a 48 szamot, majd a bels6é 4-es és 8-as kozé
Ujra befrjuk a 48-at, majd ezt néhdnyszor megismételjiik (44...48...89). Igaz-e, hogy igy
mindig négyzetszdmot kapunk?

Megoldas. Ha n — 1-szer elvégezziik a 48 kozépre irasat, akkor egy 2n-jegyl szamot ka-
punk, ami a kovetkezd alakban is irhato:

4-11...1-10"+8-11...1+1,

ahol 11...1 egy csupa 1-esekbdl all6 n-jegyti szam. 1 pont
Legyen most x =11...1 = % -99...9= é . (10" — 1), ahol x n-jegyll szdm. 2 pont
Ekkor 10" =9z + 1. 2 pont
Igy

44...488...89 =4z - (9 + 1) + 8z + 1 =362+ 1204+ 1 = (6z + 1)%.

Tehat igaz, hogy mindig négyzetszdmot kapunk. 2 pont

Osszesen: 7 pont

4. Egy téglatest éleinek mérdszamai egészek. A téglatest térfogatdnak, fél felszinének, és
az egy csicsbdl kiindulé élek hosszanak mérdszamait 6sszeadva 2014-et kapunk. Mekkorak
a téglalap élei?

Megoldas. Legyenek a téglatest egy csiicsbol kiinduld élei a, b és c. A feladat szovege
szerint abc + ab + ac +bc+a + b+ c = 2014. 1 pont

Az egyenlet bal oldala a kovetkez&képp alakithaté at:
abc+ac+bc+c+ab+a+b=clab+a+b+1)+ab+a+b=
=clab+a+b+ 1)+ (ab+a+b+1)—1=(ab+a+b+1)(c+1)—1=

Innen (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) — 1 = 2014, tehdt (a + 1)(b+ 1)(c+1) =2015=5-13-31. 1 pont

A bal oldalon minden tényezd 1-nél nagyobb egész szam, 1 pont
ezért egyenl6ség csak dgy dllhat fenn, ha ezek valamilyen sorrendben megegyeznek a jobb

oldali 5, 13 és 31 szamokkal. 1 pont
A téglatest élei tehat 4, 12 és 30 egység hosszuak. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok I. kategoria, 3. (dont6) fordulé

Feladatok

1. Az ABC héaromszog BC oldalanak egy bels6 pontja D. Tudjuk, hogy az ABD és ADC
haromszogek hasonl6ak, tovabba a hasonlésdg ardnya v/3. Mekkordk az ABC' hdromszog

szogei?

2. A pozitiv egészek mindegyikét vagy zoldre vagy pirosra szinezziik. Ha teljesiil, hogy két
kiillonbozdképpen szinezett szdm Osszege piros, szorzata zold, akkor az egész szamok ezen
szinezését kaméleon szinezésnek hivjuk.

Mi a szine egy kaméleon szinezés esetén két zold szam szorzatdnak?

Egy bizonyos kaméleon szinezés esetén tudjuk, hogy az 1-es piros, a 77-es zold szinf.
Milyen szinti lesz ekkor a 20157?

3. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a val6és szdmok halmazan:

T + 2014\/30 + 2014\/x + 2014\/3@ +2014v2015x = =x.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABC haromszog BC oldalanak egy belsé pontja D. Tudjuk, hogy az ABD és ADC
haromszogek hasonldak, tovdbbd a hasonldsdg ardnya V3. Mekkorék az ABC haromszog

szogei?

Megoldas. ElSszor meghatarozzuk, hogy az ABD és ADC' haromszogek mely szogei fe-
lelnek meg egymadsnak.

Mivel ADB<t+ ADC< = 180°, ezért ADB<t és ADC< nem lehetnek hasonlé hdromszo-

gek kiilonboz6 szogei, tehdt egyenlSknek kell lenniiik. 1 pont
C Ez csak ugy lehetséges, ha ADB< = ADC< = 90°. 1 pont

Két lehet6ség maradt: ABD< = ACD< vagy ABD< = DAC<. Az els6
esetben ABDA = ADCp, amit kizdrhatunk, mert a hasonlésag ardnya egy-
t6l kiilonbozik. 1 pont

Tehat ABD<x = DAC<, és emiatt BAD< = ACD«.

D

B Azt kaptuk, hogy az ABC haromszog belsd szogeinek Osszege

180° = ABC< + BCA< + CAB< = ABC< + BCA< + (ABC< + BCA«) =

= 2(ABC< + BCA<),
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tehit ABC<x+ BCA< =90°, az ABC héaromszog (A-ndl) derékszogti.

Az ABD és ADC hasonl6 haromszogparban AB és AC' felel meg egymasnak. Ezek az ol-
dalak az ABC derékszogli haromszog befogéi, és a feladat feltétele szerint AC' = v/3AB.
Az pedig ismert, hogy ha egy derékszogli hdromszog befogdinak ardnya 1 : /3, akkor a hé-
romszog szogei 30°, 60° és 90°.

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. A pozitiv egészek mindegyikét vagy zoldre vagy pirosra szinezziik. Ha teljesiil, hogy két
kiilonboz6képpen szinezett szdm Osszege piros, szorzata zold, akkor az egész szdmok ezen
szinezését kaméleon szinezésnek hivjuk.

Mi a szine egy kaméleon szinezés esetén két zold szdm szorzatdnak?
Egy bizonyos kaméleon szinezés esetén tudjuk, hogy az 1-es piros, a 77-es zold szind.
Milyen szint lesz ekkor a 20157

Megoldas. A kaméleon szinezés szabdlyat csak a szinek roviditésével leirva kapjuk:

p+z=p,
p-z=2z.
Tegyiik fel hogy m és n zold szinli szamok. Vegyiink egy k& szamot, ami piros szind. Ekkor
kaméleon szinezés esetén m + k piros lesz.

Ha az osszeget szorozzuk a zold szinl n-nel, akkor az(m + k) - n, mivel két kiilonb6z6 szind
szam szorzata, ezért zold lesz.

Atalakitva a szorzatot a szorzat szine nem valtozik, azaz zold marad:

(m+k)-n=mn+kn.

Mivel k és n kilonbozd szintiek, ezért kn zold.

Ha mn piros lenne, akkor az mn + kn 0sszeg két kiillonboz6 szinli szdm Osszege lenne, igy
az 0sszeg szine piros lenne. De mivel tudjuk, hogy ez az 6sszeg zold, ezért mn csak zold
lehet.

Tegyiik fel, hogy a p legkisebb z6ld szam. Az el6bbiek alapjan tetszdleges tobbszorose is
zold lesz.

Lemma. Nincs mds zold szdm, csak a p tobbszorosei.
Indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy a, ami zold szinfi, de nem p tobbszorose.
Ekkor felirhaté @ = b - p + r alakban, ahol a, b, r pozitiv egészek, és 0 < r < p.

Mivel p z6ld, ezért b-p is z6ld lesz. Ha r piros lenne, akkor b- p+ r-nek a kaméleon szinezés
értelmében pirosnak kellene lennie. De mivel a z6ld, ezért r csak zold lehet. Ez viszont
ellentmond annak, hogy p a legkisebb z6ld szdm.

Haszndljuk fel ezt az eredményt! Ha az 1 piros, és a 77 z6ld, akkor kovetkeztethetiink arra,
hogy a 7 vagy a 11 tobbszorosei, és csak azok lesznek zold szintiek.
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2015 =5-13-31, ezért ez se nem a 7, se nem a 11 tobbszorose. Igy nem lehet zold. Tehdt
2015 piros szind lesz. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valés szdmok halmazan:

T+ 2014\/x + 2014\/36 + 2014\/$ +2014v2015z = .

Megoldas. Az x = 0 megoldédsa az egyenletnek, hiszen a legbels gyok felSl kezdve a sza-
mol4st

0+ 2014\/0 + 2014\/0 + 2014\/0 +2014v2015-0 =

= \/0 + 2014\/0 + 2014\/0 +2014v0 + 2014 -0 =

= \/0+2014\/0+2014\/0+2014- — /0+2014/5 720140 = 0+ 20140 =0. 1 pont

Hasonl6an az = = 2015 is megoldds, hisz

2015 + 2014\/2015 + 2014\/2015 + 2014\/2015 +2014v20152% =

= \/2015 + 2014\/2015 + 2014\/2015 +2014v/2015 + 2014 - 2015 =

= \/2015 + 2014\/2015 + 2014\/2015 +2014v20152 = ... = \/2015 +2014v20152 =

= /2015 4 2014 - 2015 = V20152 = 2015. 1 pont

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy mas megoldés nincs.

Az egyenlet értelmezési tartomédnya a nemnegativ valos szdmok halmaza, igy az = < O eset
nem ad megoldast. 1 pont

Ha 0 < z < 2015, akkor
V20152 > Va2 = z.
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Ezt a 1épést beliilrdl kifelé haladva egymas utan tobbszor alkalmazva az egyenlet bal oldala

T+ 2014\/96 + 2014\/56 + 20144/ =z + 2014v2015 = >

> \/x + 2014\/x + 2014\/:6 +2014vx + 2014 2 =

= \/J:+2014\/x+2014 x +2014v2015 2 > \/x+2014\/x+2014\/x+2014x =

= \/a:+2014\/x+2014 20152 > \/x+2014\/x+2014x =

= \/x +2014V2015 2 > Vo + 2014z =
=V2015z > =.

Tehat az egyenlet bal oldala x-nél nagyobb, mig jobb oldala x, egyenl6ség tehat nem telje-
siilhet.

Ha z > 2015, akkor V2015 z < Vx? = x teljesiil, amit az elz3 esettel azonos médon tobb-
szor felhaszndlva azt kapjuk, hogy

T+ 2014\/:1c + 2014\/$ + 2014\/95 +2014v2015z < x,

tehat egyenl6ség ebben az esetben sem teljesiilhet.

Mas lehet6ség nincs, tehdt az egyenlet megolddsai x = 0 és x = 2015.

2 pont

2 pont

Osszesen

Haladok - II. kategoria, elso (iskolai) fordulo

Feladatok

1. Adott az aldbbi két egyenletrendszer:

) L alz—1)4+2y=1, ) L a(lz—1)4+2y=1,
I b(z—1)+cy=3; I blz—1|+cy=3.

Tudjuk, hogy az elsé egyenletrendszernek nincs megolddsa, a masodik egyenletrendszert vi-

o 35 o ) ) iL4
szont kielégiti a (4; 8) szampar. Hatdrozza meg az a, b, ¢ paraméterek értékét!
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2. Hanyféle médon lehet felmenni egy 25 1€pcsdfokbdl allé 1épcsén, ha mindig csak 2-t
vagy 3-at 1épiink? (M4s esetnek tekintjiik azt, ha az aljan 1épiink 3-at, utdna mindig 2-t,
vagy az elejétdl kettesével 1épiink és a végén 3-at.)

3. Jeloljon z, y, z olyan pozitiv egész szdmokat, amelyekre teljesiil, hogy 2xy* = 32>
Mennyi az xyz szorzat minimuma?

4. Az ABCD paralelogramma AB oldaldnak A-hoz kozelebbi harmadolé pontja H, BC
oldalanak felez&pontja F', és DA oldaldnak A-hoz legkozelebb levs negyedel pontja G.
Bizonyitand6, hogy F'G, CH és DB egy ponton mennek at!

5. Két szam szorzata a - b = —1. Ugyanezen két szdm Osszege a+ b = 1. Bizonyitsd be, hogy
azS=a+b+a®+0+a>+b +a*+b*+... +a®+1® kifejezés egy egész szam, és add
meg a pontos értékét!

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Adott az aldbbi két egyenletrendszer:

) L alz—1)4+2y=1, ) L a(z—-1)+2y=1,
I b(z—1)+cy=3; I blx—1|+cy=3.

Tudjuk, hogy az elsd egyenletrendszernek nincs megolddsa, a mdsodik egyenletrendszert vi-

. : 35
szont kielégiti a (4; 8> szampar. Hatdrozza meg az a, b, ¢ paraméterek értékét!

Megoldas. A megoldadst a masodik egyenletrendszer elsé egyenletébe helyettesitve:

1 +5 .
——a - =

4 4 ’

a=1.

A masodik egyenletrendszer masodik egyenletébdl a
(1) 2b+5¢c =124

Osszefliggéshez jutunk.

Az a =1 6sszefiiggést felhaszndlva az els6 egyenletrendszer elsé egyenletében az
(2) r=2-2y

Osszefiiggést kapjuk.
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A (2) osszefiiggést behelyettesitve az elsé egyenletrendszer masodik egyenletébe:

b(2 —2y) +cy =3. 1 pont

Felhaszndlva az (1) Osszefiiggést ebbdl:

(24 —-5¢)(1 —y)+cy=3

(6c —24)y = 5¢+ 3. 1 pont
Az egyenletnek pontosan akkor nincs megoldasa, ha ¢ = 4, ekkor (1)-bdl b = 2. 1 pont
Az a =1, b=2, c =4 értékek valdban kielégitik a feladat feltételeit. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Héanyféle médon lehet felmenni egy 25 1épcs6fokbdl allo 1épcsén, ha mindig csak 2-t
vagy 3-at 1épiink? (Mads esetnek tekintjiik azt, ha az aljan lépiink 3-at, utdna mindig 2-t,
vagy az elejétdl kettesével 1épiink és a végén 3-at.)

Megoldas. Jeldlje x, hanyszor 1épiink 2-t, ¢, hogy hanyszor 1épiink 3-at. Ekkor teljesiilnie
kell, hogy 2z 4 3y = 25. 1 pont.

Mivel 2x biztosan péaros, 3y pdratlan és igy y is paratlan. A lehetséges értékek: y =1, 3, 5
vagy 7. Az ezekhez tartozé x-ek: 11, 8, 5 és 2. 2 pont.
Ha y =1 és x = 11, akkor Osszesen 12 1€pés van, ebbdl 11 egyforma (2 1épcséfok), azaz
a lehetdségek szama = 12. 1 pont
A tobbi esetben 11, 10 illetve 9 1épés kell, ahol 3 és 8, 5 és 5 illetve 7 és 2 1épés egyfor-
madnak tekinthetd. Az egyes lehet6ségek szama: 165, 252 és 36. 2 pont

Az 0sszes lehet6ség: 12 + 165 4 252 + 36 = 465.

Osszesen: 7 pont

3. Jeloljon z, y, z olyan pozitiv egész szdmokat, amelyekre teljesiil, hogy 2zy° = 32>
Mennyi az xyz szorzat minimuma?

1. megoldas. Mivel az egyenlet bal oldala oszthaté 2-vel, ezért a jobb oldal is oszthatd

2-vel. Ebbdl kovetkezik, hogy z oszthaté 2-vel. 1 pont
Mivel a jobb oldal oszthat6 3-mal, ezért a bal oldal is. Azaz x vagy y oszthaté 3-mal. 1 pont
Ezek alapjan az xyz szorzat oszthatd 6-tal. 1 pont
Az xyz szorzat legkisebb lehetséges értéke a 6, nézziik elészor ezt. Az oszthatésdgokat fi-

gyelembe véve két szdmharmas lehetséges: xt =3, y=1,z2=2vagyz =1,y =3, z =2. 1 pont
Egyik szdmhdrmas sem megolddsa az eredeti egyenletnek. 1 pont

Vizsgdljuk zyz = 12-t. Az oszthatésdgokat figyelembe véve taldlhaté olyan szdmhdrmas,
ami megolddsa az eredeti egyenletnek: z =3, y =2, z = 2. A kérdéses minimum tehdt 12. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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2. megoldas. Irjuk fel z-et, y-t, z-t kanonikus alakban. Ha x vagy y vagy = oszthaté 2-t5l és
3-t61 kiilonboz6 primmel, akkor az egyenlet mindkét oldala ezt a primet ugyanakkora kitevon
tartalmazza, €s ezzel a primhatvannyal osztva az egyenlet szerkezete nem véltozik, tovabbra
is 2xy? = 32° alaki, de az zyz csokkent, tehdt a minimumot elég olyan zyz esetén keresni,
melyek kanonikus felbontdsdban csak a 2 vagy 3 szerepelhet, azaz x = 2 - 3%, y = 2°. 34,
z =2°.3/ akitevok természetes szdamok. 1 pont

A két oldalon a 2 és 3 kitevGinek egyenl8ségét felirva a kovetkezd két fiiggetlen egyenletet kapjuk.

14+a+2c=3e
b+2d=1+3f. 1 pont

zyz = 20Fete . 30+ tehdt a + ¢+ e és b+ d + f minimumét keressiik.

Az elsd egyenletbdl lathatd, hogy e legaldabb 1. e = 1 esetén a =0, c =1 vagy a =2, ¢ =0,

az els6 esetben a + c + e kisebb. 1 pont
A masodikbdl f =0 esetén b= 1, d = 0. 1 pont
e>1lesetén a+2c =5, (a+c¢)+c¢ =5, ahonnan a + ¢ = 3, ilyenkor a + ¢+ e = 5. 1 pont
f>0esetén b+2d =4, (b+d)+d =4, tehdt b+d =2, ekkor b+d+ f = 3. 1 pont
Ezek nagyobbak, mint az elbb kapott a +c+e =2 és b+ d+ f = 1, tehat a minimalis

érték zyz =22-3' =12 (z =3,y =2, 2 =2). 1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az ABCD paralelogramma AB oldaldnak A-hoz kozelebbi harmadolé pontja H, BC
oldaldnak felezSpontja F, és DA oldalanak A-hoz legkozelebb levé negyedeld pontja G.
Bizonyitandd, hogy F'G, CH és DB egy ponton mennek at!

Megoldas. Azt fogjuk megmutatni, hogy GF és C'H ugyanabban a pontban metszi a DB
atlot. 1 pont

Jelolje P a CH és DB metszéspontjat, Q pedig a GF' és DB metszéspontjat.

D C D C
P i3 Q F

G G

A H B A i B

A HBP és a CDP haromszogek hasonldk, mert szogeik egyenl6k. A hasonlésdg miatt

PD_ DC 3 p
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Az FQB és a GQD haromszogek hasonlok, mert szogeik egyenldk. A hasonldsdg miatt

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

1
BQ BF 5 2
QD DG 3 3
4
BP 2 B
Azt kaptuk, hogy D 3" Qg ez pedig csak ugy lehetséges, ha P = (). Tehat FG,
CH és DB egy ponton mennek t.
5. Két szam szorzata a-b = —1. Ugyanezen két szam Osszege a + b = 1. Bizonyitsd be, hogy

azS=a+b+a®+b0+a>+0+a* +b*+ ... +ad +b® kifejezés egy egész szam, és add
meg a pontos értékét!

Megoldas. ElGszor megmutatjuk, hogy van két olyan a, b szam, amelyik kielégiti a feladat
feltételeit.
Ehhez kifejezziik b-t b = 1 — a alakban, majd beirjuk a masik feltételbe:

5 1++/5

—a—1=0 — ajp= T

a(ll —a)=—-1 — a

14+V5 , _1-V5
)

Innen sokféleképp folytathato a feladat. (A megjegyzésben pdr lehetséges folytatdst leirunk
majd.) A fennmaradé rész jo megolddsa még 6 pontot ér!

Vagyis pl. (ha a >b) a =

kielégitik a két feltételt.

Legyen s; =a' +b' =a+b=1, s =a’>+b% ..., 5, = a" + b

Ezzel a jeloléssel S = s; + s+ s3+ ...+ sg a kérdés.

32:a2+62:<1+\6> +<1—\6> _642V5 625

2 2 4 ;>

Masfeldl tekintsiik a kovetkezd egyenldséget: (n > 1).
sp=a"+b0"=1-(a"+b")=(a+b) (a"+b")=a""" + 0" +a-b- (" +0"7").

Vagyis s, = a™ ™' + 0" +a-b- (a7 +0"71) = 5540 — Sy, innen 41 = Sy, + 5,1 ad6-
dik.

Inmen s1 =1; 5, =3 2> s3=4 > s4=7 > s5=11 = s =18 — s7 =29 — sg =47.
Vagyis = 1 +3+4+7+ 11 4 18 +29 + 47 = 120.

Vagyis

1 pont

1 pont

3 pont

2 pont
S = 120.

Osszesen: 7 pont
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Megjegyzések: a) Egy lehetséges ,.csinya” megoldds: Hasznéljuk a véges mértani sorozat
osszegképletét! Ezzel

2, .3 8 : - 1=V
S=(l+ata +a+...+a)+(1+b+. +) 2=+ -2,
vagyis

9 ? ’ ’
(15 (15 o (AS) (e
. N o + — 2.
s 1= -5 LS
- -— 2 2

Innen a torteket bovitve a nevez8k konjugéltjaival:

143 145 [1-v5) 1-v5
AT

1+\f510 1_\/510
(52 (57)

Ezutan kétszer alkalmazva a binomidlis tételt a két 10-edik hatvanyra, és észrevéve, hogy
a felbontds utdn az elsé tag szdmldldjdban fenndll6 ,,paratlan” tagok éppen a mdasodik tag
megfeleld ,,pdratlan” tagjainak az ellentettjei és igy ezek Oszege: 0, mig a ,,paros” tagok
kozosek, adddik, hogy:

1 1 1 1
2- (17 + 0 1854 0 10.52 4 0 1453 4 0 12.5% 4 5
o 2 4 6 8 5

adodik.

210
innen
B 1+45-5+210-25+4+210-125+45-625 + 3125
S = 2 — 3,
3126 +45 - 630 + 210 - 150 62976
S = —3=—-3=123-3=120.
29 512

a’) a-bol kivetkezik, hogy s1 + 82 + ...+ Sy = Spi2 — 3.

b) Természetesen kiilon-kiilon mindegyik s; is megkaphaté két-két binomidlis tétellel az
iménti megjegyzéshez hasonldan, de az még tobb szdmolast igényel!

¢) Az dltalunk s,-nek nevezett sorozat a matematikdban Lucas-sorozatként ismert.

1+v5) [1-v5Y
A Lucas-sorozat nem rekurziv definici¢jdban s, = L, = ( +2 > +< _2 ) meg-

jelenik az aranymetszés szdma.

Minden Fibonacci-szeri sorozat (f; = a; fo = b; fant2 = fn + fnt+1) kifejezhetd a Lucas-
sorozat tagjai segitségével, és igy az aranymetszés szdmaival is!
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Haladok I1. kategéria, 2. fordulé

Feladatok

1. Oldjuk meg az egyenletet a val6s (x;y) szdmparok halmazéin!

4—952—2\/9—9;2:—’ y+3 1‘—6.

2y—1

2. Hény olyan konvex sokszdg van, amelynek harom egymast kovetd csicsa A(5;0), B(5;5)
és C'(0;5) koordinatdji pont, és a tobbi csicsdnak koordindtdi is nemnegativ egész szamok?

3. Milyen pozitiv egész n-re lesz a 28 + 2!! + 2™ négyzetszam?

4. Létezik-e olyan 2 egység oldalhossziisdgii rombusz, amelyben az atlok Osszege egész
szam? Ha van ilyen, adja meg az 4tlok hosszdnak pontos értékét!

Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Oldjuk meg az egyenletet a val6s (x;y) szdmpdrok halmazén!

y+3

4— 3> =29 — g2 =— —
T 9—=x ’2y—1

1‘ — 6.
Megoldas. A v/ alatt 4ll6 kifejezés nemnegativ, igy |z| < 3.

Rendezziik 4t az egyenletet!

Mindkét oldalhoz 6-ot adva:

9

10—x2—2\/9—x2=—‘y+3

2y—1
9 > y+3
(9fx)72\/97x+1272y_171. 1 pont

Ismerjiik fel, hogy a bal oldalon a /9 — 22 — 1 kifejezés négyzete szerepel!

Vagyis az egyenlet a kovetkez6 alakra hozhatd:

(\/9—x2—1)2——‘y+3—1‘ 2 pont

2y — 1
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Mivel a bal oldal nemnegativ, a jobboldal pedig nempozitiv, ezért egyenléek csak tgy le-
hetnek, ha kiilon-kiilon mindkett6 0-val egyenld! 1 pont

Megoldva a (\/ 9 — 2% — 1)2 = 0 egyenletet:

V9—a2=1 — 9—-2>=1 — 8=2> — x=24V8

adaédik.
Es ez megfelel a |z| < 3 feltételnek. 1 pont
3
Megoldva a 0 = — ’ vto 1| egyenletet:
2y — 1
3 3
y+ —-1=0 — y+ =1 — y+3=2y—1 — y=4
2y — 1 2y — 1
adaédik. 1 pont
Vagyis az egyenlet megolddsa az aldbbi két (x;y) szdmpar: (\/§;4) és (— \/§;4). 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Hény olyan konvex sokszdg van, amelynek harom egymast kovetd csicsa A(5;0), B(5;5)
és C'(0;5) koordinatdjd pont, és a tobbi csticsanak koordinatdi is nemnegativ egész szamok?

Megoldas. Haromszog 1 van.

Négyszog negyedik csicsa olyan racspont lehet, amely az AC'O haromszog belsejében
(O a koordinata-rendszer origéja), vagy az OA, illetve OC' oldalon van. Az ilyen pontok
szama 15, igy ennyi négyszog van. 1 pont)

Otszognél a 4. D cstics helyét rogzitsiik el8szor, az 6todik cstcs lehetséges helyzeteinek sz4-
mat D helyének megfelel$ racspontra irtuk. (A D(3;1) pont utdn mar csak a (4;0) ponttal
kapunk konvex 6tszoget, ezért a (4;0) pontra 1-et frtunk.) Osszesen

104+8+4+6+4+2+4+3+2+1=44

Otszog lehetséges. 2 pont
C B
10
8 4
6 4 2
4 3 2 1
A
0
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Hasonlé médon szamolhatjuk Ossze a hatszogeket. Itt a lehetségek szdma

8+5+2+1=16. 1 pont
C B
8
5
D
2
B
F |A
0
Hétszogbdl 1 van: 1 pont
C B
D
E
F
A
0 G

Tobb csucst sokszog nem lehet, mert akkor az A, B és C' csticsokon kiviili legalabb 5 cstics-
pontbdl vagy legaldbb 2-nek megegyezik az els6 vagy mésodik koordindtdja és igy a sokszog
konkdv vagy hdrom cstics egy egyenesre esik. 1 pont

fgy az osszes lehetséges sokszog szdma: 1+ 15 +44 + 16 + 1 = 77. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Az egyes esetek szdmdnak barmely helyes (akdr csak rajzzal indokolt) meg-
allapitasaért jar a megfeleld pontszam.

3. Milyen pozitiv egész n-re lesz a 28 + 2!' + 2™ négyzetszam?

Megoldas. Legyen 28 + 2! 4+ 2" = 42, ahol a pozitiv egész.
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Atalakitva a bal oldali 6sszeget kapjuk, hogy
28 421 =28(142%) =2%.9=2%.32 = (2¢.3)% =487,
igy 48% +2" = a°. 1 pont
Rendezve és szorzattd alakitva
2" = (a* — 48%),

2" = (a —48)(a + 43). 1 pont

A bal oldalon kett6-hatvany all, a jobb oldalon egy szorzat. Az a —48 = 1 vagy a+48 =1
nem vezet megoldésra.

Igy a jobb oldalon a két tényez$ egy-egy kettd-hatvannyal egyezik meg. Legyen
a+48=2F a—48=2"""F

ahol k£ egy n-nél kisebb pozitiv egész, és k > n — k. 1 pont
Vonjuk ki egymasbdl a két egyenletet:

96 = 2k o 27),7]6‘ — znfk (22]{711 _ 1)’
ahol 2"7F és 22¥=" _ | pozitiv egész,

3.25 =2 R(2% ). 1 pont

A 2"7% nem oszthaté 3-mal, igy (ZZk_" —1) 3.2™ alakd, ahol m nem negativ és 6tnél
nem nagyobb egész. Ekkor
2k =3.0m 4],

Mivel a jobb oldal egynél nagyobb, ezért a bal oldal is. Ekkor viszont a bal oldal péros.

A jobb oldal pedig csak akkor lesz paros, ha m = 0. 1 pont
Tehat 22" — 1 =3, igy 2k —n =2 és 2" % =25 azazn — k = 5. 1 pont
A
2k —n =2,
n—k=>5

egyenletrendszer megoldasa k =7 és n = 12.

28 421 4212 =28(1 4 2% +24) =28 .25 = (2* - 5)° = 80 valban négyzetszdm. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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4. Létezik-e olyan 2 egység oldalhosszisagi rombusz, amelyben az atlék Osszege egész
szam? Ha van ilyen, adja meg az 4tl6k hosszdnak pontos értékét!

1. megoldas. Ha létezik ilyen rombusz, akkor az atlok felére és az oldalra felirt haromszog-
egyenlGtlenség alapjan e/2 + f/2 > 2,
azaz e+ f > 4, illetve e < 4, f <4, azaz e+ f < 8.

Egész megoldas csak az 5, 6 vagy 7 lehet.
Viszont az €2 + f* = 16 egyenl&ségnek is teljesiilni kell az atlok merSlegessége miatt.
Az egyenletrendszerek csak az e + f = 5 esetén adnak megolddst.

Ekkor e = (5 + \ﬁ)/2, f=06- \ﬁ)/Z, vagy forditva.

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont
2 pont
1 pont

Osszesen:

2. megoldas. Az atlok merSlegessége miatt e 4+ f> = 16.
Mivel ef > 0, ezért

6=+ f2<(e+ [P < (e+f) +(e—f)=2(e+ f?) =32
16 és 32 kozott csak a 25 négyzetszdm, azaz e + f egyetlen lehetséges értéke 5.

Az egyenletrendszer megolddsa e = (5 +V7 ) /2, [ = (5 -7 ) /2, vagy forditva.

7 pont

1 pont

2 pont

2 pont
2 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok II. kategoéria, 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Mutassuk ki, hogy barmely a, b, ¢ pozitiv valés szam esetén, ahol a + b+ c = 1, igaz
a kovetkezd allités:

<a+4\1/6>4—|— <b+ 4\1@>4+ <c+ 4\1ﬁ>42 1.

2. Legyen az ABC haromszog olyan, hogy A-ndl és B-nél is hegyesszoge van. Ekkor allit-
sunk a C cstcsbdl merSlegest az AB oldalra, és jeldlje a merSleges talppontjat 7! Legyen
az ATC haromszogbe irt kor sugara r,, a BT'C' haromszogbe irt kor sugara 7, az ABC
haromszogbe irt kor sugara r. Bizonyitsuk be, hogy ha r 4+ r, + r, = CT', akkor a harom-
szognek C-nél derékszoge van!
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3. Kullancs kapitdny kal6zhaj6jan a matrézoknak pontosan

kétharmada félszem;
haromnegyede faldbu;
négyotode kampdkezi, és
othatoda kopasz.

A hajén a matrézok koziil pontosan azok a tisztek, akik egyszerre félszemiek, faldbuiak,
kampokeziiek, és kopaszok is egyben. A tisztek szdma 5, valamint a tisztek matrézoknak is
szdmitanak!

Hény f6s a kalézhajé legénysége?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mutassuk ki, hogy barmely a, b, ¢ pozitiv valés szam esetén, ahol a + b+ c = 1, igaz
a kovetkezd allitas:

(a+4\1/5>4—|— <b+ 4\1/B>4+ <c+ 4\%5‘3 1.

1. megoldas. Kiindulva abbdl, hogy

vagyis:

Mindkét oldalt \/a-val novelve, kapjuk:

2 Va1
@+t g, 2V

innen:

o2

Négyzetre emelve mindkét oldalt:

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Analég a tobbi zardjel:

oot o it

Osszeadva a megfeleld oldalakat és felhaszndlva az a + b + ¢ = 1 feltételt, igazoltuk, hogy:

1y 1\ 1y
a+— | +|b+— ) +|c+—) Za+b+c=1. 1 pont
< 4¢a> ( m) ( 4ﬁ>— P

1\

c. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Tekintve, hogy a, b, ¢ pozitiv szdmok, felirjuk a szdmtani-mértani kozép ko-

1
/a

zotti egyenlStlenséget az a, illetve az kifejezésekre:

a-—-—= 2 pont

Rendezziik, igy kapjuk:

1
a+——
1
24\/5 > \/2%, azaz: a -+ iva > Va. 2 pont
Mindkét oldalt negyedik hatvanyra emelve:
1\
<a+4\/a> 2 a. 1 pont

(Tovabb az elsé megoldds szerint.)

Osszesen: 7 pont

2. Legyen az ABC' haromszog olyan, hogy A-ndl és B-nél is hegyesszoge van. Ekkor allit-
sunk a C cstcsbdl merSlegest az AB oldalra, és jeldlje a merSleges talppontjat 7! Legyen
az ATC haromszogbe irt kor sugara r,, a BT'C' haromszogbe irt kor sugara 7, az ABC
haromszogbe irt kor sugara r. Bizonyitsuk be, hogy ha r 4+ r, + r, = CT', akkor a harom-
szognek C-nél derékszoge van!
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AT B

Megoldas. Vegyiink egy tetszbleges haromszoget, és a beirhaté korét. A csicsbol a korhoz
hizott érintd szakaszok azonos hosszisdgiak. Igy az dbra jeloléseit haszndlva

AFE = AF = z.
Ha AB = ¢, BC = a és AC = b, akkor

BE =BG=c—ux,
GC=CF=b—ux,
BG + GC = BC =a,

c—xrx+b—x=a.

b+c—a
—
(Ha levezetés nélkiil hasznélja ezt az Gsszefiiggést, akkor is jar a 2 pont.)

Ezt z-re rendezve kapjuk, hogy = =

Mivel CT merSleges AB-re, ezért a T-bdl hiizott érintdszakaszok derékszoget zarnak be
egymdssal. Mivel az érintési pontba hizott sugdr mer6leges az érintdre, ezért a korok ko-
zéppontjai, az érintési pontok és a T pont egy négyzetet hatiroznak meg. Igy az érint sza-
kaszok hossza a kis kor sugardval egyezik meg.

C Az el6zbeket felhasznalva T-b6él hiazott érintészakaszok
hossza:
CT+ AT -b . CT+TB—a
reg=——64¥—/——, llletve = —-—-—7—.
] 2 2
A T B

Tudjuk, hogy r =CT —r, — 1y és AT +TB = c.
Behelyettesitve és rendezve kapjuk, hogy

C’T+Abe_CT+TBfa_a+bfc

r=CT —r,—1,=CT — 5 5 = 5

Tehat a sugdr megegyezik a C' pontbdl hizott érintészakasz hosszaval.

Mivel igy a C-bdl induld érintdszakaszok, és az érintési pontba hiizhaté sugarak egy rom-
buszt alkotnak, amelynek két szemben 1év6 szoge derékszog (mivel az érintési pontba hizott
sugar merdleges az €rintdre) ezért ez az alakzat egy négyzet. Azaz az ABC haromszognek
a C cstcsandl derékszog van. Ezt kellett bizonyitanunk.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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3. Kullancs kapitany kal6zhaj6jan a matr6zoknak pontosan

— kétharmada félszemd;

— haromnegyede faldbu;

— négyotdde kampdkezi, és

— oOthatoda kopasz.
A hajon a matrézok koziil pontosan azok a tisztek, akik egyszerre félszemiiek, faldbuak,
kampokeziiek, és kopaszok is egyben. A tisztek szdma 5, valamint a tisztek matrézoknak is
szdmitanak!

Hany f6s a kalézhajé legénysége?

Megoldas. FEldszor belatjuk, hogy a hajéon S = 60m (60-nal oszthaté szamu) matréz van.
A szoveg alapjan a matrézok szdma 3-mal, 4-gyel, 5-tel, és 6-tal is oszthatd, de akkor oszt-
hat6 ezek legkisebb kozos tobbszorosével is, azaz 60-nal.

Minden nem félszemli matréznak hizzunk a fejére egy (kék) sapkat. Kiosztottunk 20m sap-
kat.

Minden matréznak, aki nem faldbu, hizzunk a fejére egy (piros) sapkdt. Kiosztottunk 15m
sapkat.

Minden nem kampdkezi matréznak hiizzunk a fejére egy (z6ld) sapkat. Kiosztottunk 12m
sapkaét.

Minden nem kopasz matréznak hdizzunk a fejére egy (fehér) sapkit. Kiosztottunk 10m sap-
kat.

Igy 6sszesen 57m darab sapkét osztottunk ki.

Mivel a matrézok szdma 60m, legalabb 3m olyan matréz van, akinek a fején nincsen egyet-
len sapka sem, ami éppen azt jelenti, hogy legalabb 3m matr6z rendelkezik mind a négy
tulajdonséggal.

Mivel a hajon van legaldbb 5 matrdz, ezért a lehetséges matrézszam S = 60, 120, 180, . ..
(m=1,2,3,... esetek).

Ha m = 2, akkor a fentiek szerint legaldbb 3m = 6 matr6z lenne olyan, hogy mind a négy
tulajdonsdggal rendelkezik.

Mivel ez a feladat szerint pontosan 5, ezért csak m = 1 lehet, vagyis a hajén pontosan
60 matréz szolgal.

Hatra van még annak a megmutatdsa, hogy 60 matr6zzal kielégithet6 a feladat allitdsa. Ezt
mutatja az aldbbi tiblazat.

Hany f6? | Félszem | Faldb | Kampdokéz | Kopasz

10 X X X

12 X X X

13 X X X

2 X X

18 X X X

5 X X X X
EllenGrzés 60 40 45 48 50

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

42



Haladok III. kategoria, 1. fordulo

Feladatok

1. Egy hdromszogben nevezziik keriiletfelezonek az olyan szakaszokat, amelyek a harom-
sz0g egy csucsat ugy kotik 0ssze a szemkozti oldal egy pontjaval, hogy a szakasz két olda-
ldra a haromszog keriiletének ugyanakkora része esik. Igaz-e, hogy ha egy hdromszég nem
egyenld szaru, akkor keriiletfelezd szakaszai mind kiilonb6z6 hosszisaguak?

2. A miasodfoki p(z) = ax® + bz + ¢ (a # 0) polinom minden z-re teljesiti az aldbbi ssze-

fiiggést: 2
o) - (Mot opla = DY,

Add meg a kovetkez$ Gsszeg pontos értékét! S = p(—3) — 2p(0) + p(3) =?

3. Megrajzoltuk egy konvex nyolcszog Osszes atlgjanak egyenesét, majd ezen egyenesek
0sszes metszéspontjat. Legfeljebb hdny metszéspont eshet a nyolcszogon kiviilre?

4. Melyik az a legkisebb (tizes szdmrendszerben felirt) természetes szdm, amelyben mind
a tizféle szdmjegy szerepel legalabb egyszer, és a szdm oszthaté 99-cel?

(A szam nem kezd&dhet 0-val!)

5. Adott egy PQR haromszog, amelynek oldalai kiilonboz6 hossziak. Az M N szakasz
ugyanazon oldaléra felvettiik a bet{izésiik sorrendjében azonos koriiljarasi M N A, BM N és
NCM haromszogeket, amelyek mind hasonlék P(Q R-hez. Bizonyitsuk be, hogy az ABC
haromszog is hasonlé P(Q) R-hez.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy haromszogben nevezziik keriiletfelezdnek az olyan szakaszokat, amelyek a harom-
sz0g egy csucsdt Ugy kotik 0ssze a szemkozti oldal egy pontjival, hogy a szakasz két olda-
lara a haromszog keriiletének ugyanakkora része esik. Igaz-e, hogy ha egy haromszég nem
egyenld szdrd, akkor keriiletfelez6 szakaszai mind kiilonb6z6 hosszisagiak?

Megoldas. ElGszor megmutatjuk, hogy tetszdleges haromszog mindegyik csicsdhoz tartozik
keriiletfelezd. Ehhez csak azt kell latni, hogy s —a és s — b a haromszog-egyenlStlenség miatt
pozitiv, tovdbbd s —a+s—b=2s—a—b=a+b+c—a—b=c. Tehidt a c hosszisagu
oldalt a felé s —a, b felé s — b hosszi szakaszra bontva megkapjuk a ¢ oldalhoz tartozé
kertiiletfelezét.
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Most azt fogjuk igazolni, hogy ha van két egyenld hosszisdgu keriiletfelezd, akkor van két
egyenl oldal. Tehat ha minden oldal kiilonb6z6, akkor minden keriiletfelezd is kiilonb6z6
hossziisagu. 2 pont

B s—a 4 A

Tegyiik fel, hogy a BB; és C'C| keriiletfelez8k egyenldk: BB; = C'C;. A fentiek alapjan
BC| = CB = s — a, mert mindkettd a-t egésziti ki a Keriilet felére. 1 pont

Az eddigiek alapjan a BC'C| és CBDB; haromszogek egybevdgdk, mert mindhirom olda-
luk megegyezik. Ebbdl viszont C BC' <t = BC B <t kovetkezik, vagyis az eredeti haromszog
egyenld szard, mert van két egyenld szoge. 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. A mésodfokd p(z) = aa? 4 bx + ¢ (a # 0) polinom minden z-re teljesiti az aldbbi Gssze-

fliggést:
o) — <p<w+ Ul 1)) |

Add meg a kovetkez6 Gsszeg pontos értékét! S = p(—3) — 2p(0) + p(3) =?

Megoldas. Irjuk fel a megadott kifejezés jobb oldaldt az a, b, c egyiitthatok segitségé-
vel!

1 pont

<p(x—|—1)—p(x— 1))2: ((a(:n+l)2+b(x+ 1)+c) — (a(x— 1)2+b(m— 1)—!—0))2
2 2 '

44



Rendezziik!

((a(w+1)2+b($+l)+c)—(a(:v—l)2+b(x—1)+c)>2
2

((a:c2+2ax+a+bx+b+c)—(ax2—2ax+a+b:p—b+c)>2
2

B <4ax +2b

2
3 ) = (2az + b)* = 4a®2? + 4abx + b*. 2 pont

Mivel ez minden z-re megegyezik a p(x) = az? + bz + ¢ polinommal, ez csak gy lehet,
ha a megfelel egyiitthatok megegyeznek, vagyis

1
a=4a> — a:Z (a # 0 miatt!)

1
b=4ab=4- Zb = b, vagyis b tetszbleges, és végiil ¢ = b°.

1
Vagyis a p(z) polinom p(z) = Z:UZ + bx + b* alakid valamely b valds szdmra. 2 pont

Ekkor az S = p(—3) — 2p(0) + p(3) kifejezés értéke:

(L e 2\ _ 512 1 2\ _ 9
S—<4( 3) 3b+b> 2b +(43 +3b+0) =2,

Vagyis az S 0Osszeg értéke: S = 4.5. 2 pont

Osszesen: 7 pont

3. Megrajzoltuk egy konvex nyolcszog Osszes dtlgjanak egyenesét, majd ezen egyenesek
0sszes metszéspontjat. Legfeljebb hany metszéspont eshet a nyolcszogon kiviilre?

Megoldas. Eloszor megjegyezziik, hogy lehet olyan nyolcszdget rajzolni, amelynek atlo-
egyenesei kozott nincsenek parhuzamosak, és sem a sokszog belsejében, sem a sokszogdn
kiviil nem megy 4t harom atléegyenes egy ponton.

Példaul ha a nyolcszog csucsait egy kor keriiletén vessziik fel egymds utdn, valamilyen ko-
riiljards szerinti sorrendben, akkor a konvexitds teljesiil. Az elsd hdrom pontot tetsz6legesen
felvehetjiik. Ezutdn a soron kovetkezd pont valasztdsakor mindig csak véges sok lehet6séget
zér ki, hogy nem keletkezhet a kordbbi atlékkal parhuzamos szakasz, és olyan sem, ami két
korédbbi 4tl6 metszéspontjan megy &t. 1 pont

A tovéabbiakban tehat feltételezhetjiik, hogy a nyolcszog csicsain kiviil nincs olyan pont,
amelyen legaldbb hirom 4tl6 egyenese dtmegy, és az 4tlok kozott nincsenek parhuzamosak.

Megszamoljuk, hogy 0Osszesen hidny metszéspont lehetséges, majd ebbdl le fogjuk vonni
a belsd metszéspontok szdmat és a nyolcszog keriiletére es6 metszéspontok szdmat.
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20-19

8-5
A nyolcszognek - = 20 atléja van, ezekbdl = 190 pér alkothato.
A nyolcszdg minden csicsdban 6t 4tl6 taldlkozik, vagyis - = 10 atl6 par metszi egymast
egy adott cstcsban. Ez 6sszesen 8 - 10 = 80 par.

A bels6 metszéspontok megszamolasahoz a kovetkezd (ismert) gondolat haszndlhat6. Ha két
atlé belsd pontban metszi egymdst, akkor az 4tlok végpontjai biztosan kiilonboznek. Te-
hat egy belsé metszésponthoz hozzarendelhetd négy csics. Forditva, ha kivéalasztunk négy
tetszbleges csucsot, akkor ezek egy konvex négyszoget adnak meg, amelynek 4tléi egyben
a nyolcszog atloi is, és beliil metszik egymast. Tehat a belsé metszéspontok és a nyolcszog
csdcsai koziil kivédlaszthaté négyesek kozott kolcsondsen egyértelmli megfeleltetés adhatd
8-7-6-5
= - 70.

A 190 lehetséges par koziil 80 a sokszog keriiletén metszi egymadst, 70 a sokszog belsejében,
tehat legfeljebb 190 — 80 — 70 = 40 metszéspont eshet kiviilre, és a bevezetd megjegyzés
alapjan ez el is érhetd.

. 8
meg. Igy a belsé metszéspontok szama <4>

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

Osszesen:

4. Melyik az a legkisebb (tizes szdmrendszerben felirt) természetes szdm, amelyben mind
a tizféle szdmjegy szerepel legalabb egyszer, €s a szdm oszthaté 99-cel?

(A szam nem kezd&dhet 0-val!)

Megoldas. A szdamunk pontosan akkor oszthaté 99-cel, ha 9-cel, és 11-gyel is oszthato.

Mivel 0+ 14 ... 4+ 849 =45, ezért ha a szdimunk 10-jegy(, és ezekbdl a jegyekbdl 4ll
valamely sorrendben, akkor 9-cel oszthatd.

Ha nem taldlunk ilyen 11-gyel oszthaté szdmot, csak akkor van sziikség arra, hogy valamely
szdmjegybdl tobb szerepeljen a szdmunkban.

(Vagyis a tovabbiakban feltessziik, hogy a szamunk 10-jegyt.)
Vizsgaljuk a 11-gyel oszthatésagot (a fenti 10-jegyli szamokra)!

Az oszthatésagi szabdly miatt a jegyek valtakozé eldjelli 6sszegének 11-gyel oszthaténak
kell lenni.

Mivel a szdmjegyek Osszege 45, ez csak akkor lehet, ha a pératlan helyiértéken all6 je-

z. 2

gyek Osszegének (t), és a paros helyiértéken 1év6 szdmjegyek Osszegének (s) a kiilonbsége
(t — s) paratlan (kiilonben ¢ és s azonos paritdsu, igy Osszegiik paros, és igy nem 45), vagyis
t—s=£11, vagy +33.

Ha a 10 lehetséges jegybdl az 5 nagyobbat tessziik pl. a paratlan helyiértékekre, a tobbit
pedig a paros helyiértékekre, akkor egy ilyen szdmra:

t—s=9+84+7+6+5 —(4+3+2+1+40) =25,

vagyis t — s = £33 nem lehet — ¢ — s = £11 lehetséges csak.

46

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Most akkor prébéljunk ilyen szamot ,,csindlni”, méghozza tigy, hogy a lehetséges legkisebb
10-jegyli szamot alakitjuk ki ekdzben!

Ugy érdemes prébalkozni, hogy a lehetd legkisebb jegyet tessziik az elsé helyre, aztdn a ma-
radék jegyek koziil a lehetd legkisebbet a masodik helyre, és igy tovabb ... (Ezt a nyilvan-

2

val6 elvet kés6bb tobb helyen kihaszndljuk.)
Ha a szamunk eleje 1023 ... lenne, akkor ,eddig” t —s=142—-3 =0.

Ha most a maradék hat jegybdl a harom nagyobbat pl. a paratlan helyekre, a tobbit a paros
helyekre tessziik, akkor |t —s| = (9+8+7) - (6+5+4)=9 < 11.

Vagyis a szamunk nem kezd&dhet 1023-mal.

A szamunk a lehet6 legkisebb akkor lehet az eddigiek alapjan, ha 1024-gyel kezdddik.
LEddig? t —s=1+2—-4=—1. A |t —s| = 11 feltétel most kielégithets, de (9 +8 +7) —
—(6+ 5+ 3) = 10 miatt pontosan akkor, ha a pératlan helyiértékekre tessziik a 3, 5, 6 je-
gyeket, mig a paros helyiértékekre a 7, 8, 9 jegyeket.

Ezt sokféleképpen tehetnénk, de (mivel a legkisebb ilyen szdmot keressiik) nyilvdn megint
csak ,,novekvé médon” fogjuk rendezni a lehetséges jegyeinket.

Igy a legkisebb lehetséges szdmunk az 1024375869.
Vilasz: a legkisebb ilyen szdm az 1024375869.

(Ez a pont a szdm indoklds nélkiili megtaldldsdért is jdr!)

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen

5. Adott egy PQR haromszog, amelynek oldalai kiilonbozd hossziak. Az M N szakasz
ugyanazon oldaldra felvettiik a bet{izésiik sorrendjében azonos koriiljarasi M N A, BM N és
NCM héaromszogeket, amelyek mind hasonlék PQR-hez. Bizonyitsuk be, hogy az ABC
haromszog is hasonlé P(Q) R-hez.

Megoldas.

El6szor rogzitjiik, hogy melyik szogek felelnek meg egymdasnak.
Legyen

Px<=AMN<=NBM<=MNC«;
Q<= MNA<=BMN<x=NCM<«;
R =NAM<a=MNB<«=CMN«.

Az oldalak kiilonboznek, ezért feltehetjiik, hogy a kovetkezd reld-
cidk igazak: P < Q< < R<.

Az attekinthet6ség kedvéért az dbran nem jeloltiik meg mind a ki-
lenc szoget.

Nevezziik el az AM N haromszog oldalait: M N = a, NA =m, AM = n. Ezekkel a szaka-
szokkal kifejezzik a BN, BM, CN és CM szakaszokat. A haromszogek hasonldsagabdl
a:m:n=BM:a: BN =CN : CM : a kovetkezik.
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2 2

A megfeleld ardnyokb6l BN = %, BM = a—, cN="¢om =" 2 pont
m m n n
Az M N szakaszra rajzolt haromszogek szdgei is megegyeznek a hasonlésidgok miatt, igy
CMB1«=CMN<—BMN<=BNM1—ANM< = BNA<. Tehat CM és M B ugyan-
akkora szoget zar be, mint AN és N B, tovabba
am
cM 22 - m AN
BM &  an an BN
m m
Azt kaptuk, hogy CM BA ~ ANBA. 2 pont
Az el6bbi kivondsokndl kihasznéltuk szogek feltételezett nagysagrendjét, de a tobbi sorrend-
nél ugyanigy kapjuk az egyenl8séget.
Végiil vegyiik észre, hogy a CM Ba ~ AN B hasonlésidg miatt CBM< = ABN<, te-
CB MB
hiat CBA<t = M BN <, tovabba 18- NG Ez a két Osszefiiggés maga utdn vonja, hogy
CBAp ~ MBNA. Ezzel az éllitds bizonyitdsat befejeztiik. 2 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Az utolsé szakaszban tdjra hasznaltuk a szogek rendezését ahhoz, hogy BA
ugyanolyan irdnyban van BN-t6l, mint BC, BM-tdl.

Haladok III. kategoria, 2. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Mutassuk ki, hogy barmely a, b, ¢ pozitiv valés szam esetén, ahol abc = 1, igaz a kovet-
kezo allitas:
a’ v’ v+ St o,
ab+ a3+ 00 W+ B+ S S+ Fad+ab T

2. Egy 3 x 3-as tdblazat mez&ibe beirtuk az elsé kilenc pozitiv egész szdmot pontosan egy-
szer Ugy, hogy a harom sorban (balrdl jobbra), a hirom oszlopban (feliilrdl lefele) és a bal
fels6 sarokbdl indulé 4tlén kiolvashaté hiromjegyl szdmok mindegyike oszthaté 11-gyel.
Mekkora lehet a jobb felsé sarokbdl kiinduld atlén kiolvashaté szam értéke?

3. Adott a sikban n darab vektor, ahol n tetszbleges pozitiv egész szam. A vektorok abszo-
Iut értékeinek Osszege 1. Bizonyitsuk, hogy ezen vektorok halmazanak van olyan nem {ires

1
részhalmaza, hogy a részhalmaz vektorai 0sszegének abszolit értéke legaldbb 6!
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mutassuk ki, hogy barmely a, b, ¢ pozitiv valés szdm esetén, ahol abc = 1, igaz a kovet-
kezé éllités:

a +b b+ ¢ ¢ +a’
+ + 2 2.
a®+ a3+ W4+ S+ 3dd+ab
1. megoldas.
CL9 —I—b9 B (a3 —I—b3) (a() _ a3b3 —l—b6) B ( 3 b3) 2a3b3(a3 +b3)
aS+ a3’ + b0 ab + a3b3 + b° - a® + a3b + b0
Mivel:
0< (- )%
0 < ab—2a°® + 15,
26’0 < ab + 15,
3a°0® < a® 4 a’b* +1°,
a’b? < 1
a®+a’h3 + 00 T 3
313(,3 113 313
2ab(a +b) SZ(a +b)
ab + a3’ + 00 3 ’
2a°0* (a® +° 2(a® + b®
) B 2w )
ab + a3b® + b 3
313
a’ + b > (a® + %) '
ab+a’b>+05 = 3
Analég:
3, .3 3 3
v+ ¢ Z(b+c) s A+ a0 2(c+a).
W43+~ 3 Ad+cad+a® = 3
Az egyenlStlenségek megfelel6 oldalait 6sszeadva:
a® + v b+ & +a N 2(a® +b° + &)
aS+a3bd+ 00 B+ BPS+ S S+ 3ad+ab T 3 '

Felhaszndlva, hogy:
(1) a, b, c pozitiv,
2 (a+b+c)(a>+ b+ —ab—ac—bc) =a’ + b+ — 3abe,

és
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(3) a® +b* + ¢ = ab+ ac + be,
arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy o’ + b* 4+ ¢ = 3abe.
Igy:
&+ b Y+ O A+ a
a® + a3b3 + bb + b6 + b33 + b +Cé+c3a3+a6 =
2’ +0° + &) s 2-3abc _
3 - 3

1\

2abc = 2,

amit bizonyitani kellett

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas (10bb versenyzd dolgozata alapjdn).

Tobben hasznaltdk a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz egyenlétlenség Titu-lemma néven el-
hiresiilt alakjit. Hirom tagra ez igy néz ki:

2 2 2 2
a’> b RN (a+b+c)

xr Yy z  x+y+z’

ahol a, b, ¢, x, y, z pozitiv val6s szamok, és egyenl8ség akkor teljesiil, ha a/x = b/y = ¢/z.

A bizonyitand6 egyenlétlenség egyszertibb alakba irhaté,ha bevezetjiik az a®> = A, b® = B,
¢ = C jeloléseket. igy ABC = 1 is teljesiil, és elég azt bizonyitani, hogy
A+ B N B+ C? N A

A2+ AB+B? B*+BC+C? C(C?4+CA+A2~ "

Most kettébontjuk a torteket, és bdvitiink, hogy a szdmlaldk teljes négyzetté valjanak:
A3 A n B3 B n B3 B
A2+ AB+B*> A A+ AB+B* B B?’+BC+(C? B
c? C 3 C A3 A
t T o et r oA e T AT e A2
B>+BC+C* C CC?+CA+A> C C*+CA+A* A

Két csoportra alkalmazva a Titu-lemmat:

A? B* c*
B B AR B 1 BCLBC Ot CPALCA

- (A2 + B>+ C?)°
T A+ B3+ (C3+ A2B+ AB? 4+ A2C + AC? + BC + BC?’

illetve
B o A4
LPB1 AR+ B ' BC LB 13 T CPAL CA? £ A3

- (A% + B>+ C?)°
T A+ B3+ (C3+ A2B+ AB? 4 A2C + AC? + B’C + BC?*
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A két becslés 0sszegébol
(A% + B2+ C?)°
A3+ B3+ C3+ A’B + AB? + A2C + AC? + B2C + BC?

kovetkezik, ezért elegendé megmutatni, hogy

baloldal > 2 -

(A2 + B2+ C?)° -
A+ B3+ 3+ A2B+ AB* + A’C + AC? + B*C + BC? —

A nevezd szorzatta alakithato:

(A2 + B2+ C?)
A3+ B34+ (C3+ A’B + AB? + A2C + AC? + B?C + BC*?

(A% + B2+ C?)?
- A2(A+B+C)+BA+B+C)+C(A+B+C)

s

Kiemelés és egyszeriisités utdn
A+ B>+ C?
A+B+C
igazolandé. Végiil ismét alkalmazzuk a Titu-lemmat, majd a szdmtani és mértani kozép ko-
zotti egyenlStlenséget.

v

1

a+pc: o2 B
A+B+C  A+B+C A+B+C A+B+C

(A+B+C)> A+B+C

3(A+B+C) 3

1\
1\

VABC = 1.

a =b=c=1 esetén minden becslésben egyenldség 4ll.

2. Egy 3 x 3-as tablazat mez&ibe beirtuk az elsé kilenc pozitiv egész szamot pontosan egy-
szer Ugy, hogy a hdrom sorban (balrdl jobbra), a hirom oszlopban (feliilrdl lefele) és a bal
fels6 sarokbdl indulé 4tlén kiolvashaté haromjegyii szamok mindegyike oszthaté 11-gyel.
Mekkora lehet a jobb felsé sarokbdl kiinduld atlén kiolvashaté szam értéke?

Megoldas.
b1 e A tablazat mezdibe irt szamokat jeloljik az dbra szerint a,b,c, ..., betlk-
7 kel.
R Egy szam pontosan akkor oszthat6 11-gyel, ha a szdmjegyeinek valtakozé

eldjellel vett 0sszege oszthaté 11-gyel.

A feladat feltétele szerint a harom sorban kiolvashaté szamok oszthatok 11-gyel, vagyis tel-
jesiilnek a kovetkez6 oszthatésdgok:

Il|a—b+e,
(D 11|d—e+f,
11|g—h+i.
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A kozéps6 oszlopban kiolvashaté szam 11-gyel valé oszthatésaga miatt pedig

I1|b—e+h.

Vizsgiljuk az (a —b+c)+(d—e+ f)+ (9 —h+1i) —2(b— e+ h) Osszeget. A fenti oszt-
hatésdgok miatt ennek az Osszegnek is osztéja a 11, vagyis
Ij(a=b+ec)+(d—e+f)+(g—h+i)+2(b—e+h)=
=(a+b+c+dte+ f+g+h+i)—de

Mivel az a,b,c,...,7 szdmok az 1,2,3,...,9 szdmokkal egyeznek meg valamilyen sorrend-
ben, az a+b+c+d+e+f+g+h+i=14+24+3+...4+9 =45 egyenldség teljesiil,
tehdt a fenti oszthat6sag a

11|45 —4e
alakba irhaté.

Mivel 1 S e =<9, ezért 9 <45 —4e <41, e egész és 11|45 — 4e, amibdl e = 3 kovet-
kezik.

A kozépsé sorban, a kdzéps6 oszlopban és a bal fels6 sarokbdl induld dtléban kiolvashatd
szdmok 11-gyel valé oszthatésdga miatt

11|d—3+f,
11|b—3+h,
11|a—3+i.

Mivel ezen Osszegek nem lehetnek negativak sem 14-nél nagyobbak (hisz két kiillonb6z6
szamjegy Osszege legfeljebb 17), ezért a d+ f, b+ h és a + ¢ Osszegek értéke 3 vagy 14
lehet.

Nem lehet mindegyik érték 14, hisz a hat legnagyobb szdmjegy Osszege 39, ami kisebb
3. 14 = 42-nél, tehit az egyik Osszeg értéke 3. Mivel csak a két legkisebb pozitiv egész
szam Osszege 3, a masik két Osszeg értéke biztosan 14, mely csak 54+ 9 és 6 + 8 alakban
allhat el6. A két kimaradé szdmjegy a 4 és a 7, ezek lesznek c és g értékei, tehdt a jobb
felsd sarokbdl indul6 atlé atloban kiolvashatd szam a 437 és a 734 lehet.

Ilyen kitoltések 1éteznek is, amint az dbrdkon l4thatd.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont
1 pont

Osszesen

3. Adott a sikban n darab vektor, ahol n tetszbleges pozitiv egész szam. A vektorok abszo-
Iut értékeinek Osszege 1. Bizonyitsuk, hogy ezen vektorok halmazanak van olyan nem {ires

1
részhalmaza, hogy a részhalmaz vektorai 0sszegének abszolit értéke legaldbb 6!
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1. megoldas. Mérjiik fel a vektorokat egy O pontbdl. Az ebben az O pontban taldlhat6
360°-o0s szoget bontsuk fel 3 darab 120°-ra.

A skatulya-elv miatt van olyan szog, ahova esd vektorok hosszdnak Osszege legaldbb 1/3
(a szogszarakra esd vektorokat besorolhatjuk a két szog barmelyikébe, akar mindkettSbe).

Ennek a szognek hizzuk be a szogfelez6jét, és minden ide a szdgbe es6é vektort bontsunk
a szogfelezdvel parhuzamos és rd merdleges komponensre.

Egy vektor parhuzamos komponense akkor a legkisebb, ha a vektor 60°-ot zar be a szog-
felez6vel. Ilyenkor ez a komponens feleakkora, mint a vektor.

Ezért a parhuzamos komponensek dsszegének hossza legaldbb 1/6.

Merbleges komponenseket is figyelembe véve a vektorok 6sszegének hossza nem csokken-
het, igy az legaldbb 1/6!

Megjegyzés: Ha rogzitjik, hogy a két hatdrold szogszar koziil csak az egyik tartozik
a 120°-os szdghoz, akkor az is ad6dik, hogy az Osszeg abszolit értéke tobb, mint 1/6!

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen:

2. megoldas (t6bb versenyzd dolgozata alapjdn).

Felvesziink egy tetszSleges koordinata-rendszert, amelyben a vektorok koordinatéi v;(z;;y;).
Két egyszerii becslést hasznalunk:
1
V2

Az alsé becslés a szamtani és a négyzetes kozép kozotti egyenlStlenség kovetkezménye:

1 |z:| + |y |2 + yil?
ﬁ(|xi\+’yi’)§@i|@ 12 =< : > ~.

A felsd becslés pedig a haromszog-egyenlStlenségbdl jon ki, hiszen v,(x;;y;) = (zi;0) +
+ (0 ;).

Most bontsuk négy csoportra a vektorokat aszerint, hogy melyik siknegyedbe esnek. (Felve-
hetd dgy a két tengely, hogy semelyik vektor ne legyen parhuzamos egyik tengellyel sem.)
Szamoljuk ki minden csoportban a vektorok tengelyeken vett merSleges vetiileteinek 6ssz-
hosszat. Biztos lesz olyan siknegyed, ahol a vetiiletek 6sszhossza legaldbb 1/4, hiszen a fenti
fels6 becslés alapjan a négy csoportban Osszesen legaldbb 1 a vetiiletek 0sszhossza.

(il + lyil) = lual = fas] + [wil-

Azt is feltehetjiik, hogy ez az I-es siknegyedben 4ll el, tehat itt minden koordinéta pozitiv.
(A tengelyek megfelel6 forgatdsdval elérhet6 ez a helyzet.) Jelolje az I-es siknegyedbe esd
vektorokat w;, w,, ..., w,. Tudjuk, hogy

Lk k k
<> @ity =Y @+ i
i=1 =1 =1

ahol az Osszegz€s mdr csak a w; vektorokra vonatkozik, és az abszolutértékek a siknegyed

megvalasztasa miatt voltak elhagyhatok.

B
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Végiil a fenti alsé becslést hasznalva:

J=1

N =

k k
1 1
> L. }:%‘Jrzyj) > 1
\/5 (j:l e 4\/5

3. megoldas (Baran Zsuzsa dolgozata alapjdn).

A vektorok hosszanak 6sszegére vonatkozé feltételbdl és a haromszog-egyenl6tlenségbdl

n n n n
1= Z v = Z (il + wil) = Z |i| + Z |y
=1 =1 =1 =1

| =

1 n
Az utolsé két 6sszeg valamelyike nagyobb, mint 5 Feltehetd, hogy Z |x;| 2
i=1
Az x; koordinatak elGjele szerint osszuk két csoportra a vektorokat. (A O mehet a pozitivak
1 1
k6zé.) Az egyik csoportban Z |zj| = 7 hiszen Osszesen legaldbb 5 abszolitértékek

Osszege. A folytatdsban ezen csoport vektorait jelolje w;, w,, ..., wy. Tudjuk, hogy k > 0,
mert nem nulla az 6sszeg.

A csoportban minden x koordinita azonos eldjeld, ezért
> lesl =[S
Emiatt |
S| = (s w)| 2 [ =Yl 2 5

Az utolsé becslésnél azt hasznaltuk, hogy egy vektor hossza legaldbb annyi, mint x koordi-
natdja abszolutértéke.

4. megoldas (Baran Zsuzsa és Williams Kada dolgozata alapjdan).

Az eddigi megolddsokban egyre jobb alsé becsléseket adtunk a kivalaszthaté részhalmaz
Osszegének hosszara (1 /6,1/ (4\6 ), 1 /4) Természetesen adddik a kovetkezd kérdés:

Mi az a legnagyobb K valés szdm, amire igaz, hogy ha n vektor hosszdnak
osszege 1, akkor kivdlaszthato koziiliik néhdny, amelyek osszegének hossza leg-
aldabb K?

Az é€les becslés megsejtéséhez a kovetkezd gondolatkisérlet eredményeként juthatunk. Te-
gyiik fel, hogy az n vektor egy szabdlyos n-szog oldalvektorai, és n ,,nagyon nagy”. Ekkor

a sokszog egy egységnyi keriiletli kort kozelit, melynek atmérdje —. Szemléletesen latszik,
T

hogy a vektorok tetszdleges részhalmazanak 6sszege olyan vektort ad, amely nem hosszabb,
mint a kor atmérdje.

1
Megmutatjuk, hogy K = — elérhetd.
s
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Az el6z6 megoldasokban egy tetszdlegesen felvett koordinata-rendszerben dolgoztunk. Azzal
tudjuk javitani az alsé becslésiinket, ha megtaldljuk a legjobb koordindta-rendszert. Induljunk
ki egy tetszSleges koordinata-rendszerbdl, ahol az i. vektor v,(x;;y;). Most forgassuk korbe
az X-tengelyt, és minden helyzetben szdmoljuk ki a vektorok X- és Y-irdnyu vetiiletét. Ha
az eredeti rendszer X-tengelyének pozitiv irdnydval v, «, az elforgatott X-tengely pedig
( nagysagu szoget zar be, akkor a vektor merSleges vetiileteinek 6sszhossza az elforgatott
rendszerre vonatkozdan:

Ve, v, :(|sm o — )!—l—‘cos(a—ap)‘)]yﬂ.

A sin és cos periodicitdsa alapjan:

/027r Vg, v;)dp = |uy] - </027T |sin(e — )| dgp + /027r |cos(a — )| d<p> -
= || - </027T |sin(e)| de + /027T |cos(¢)| dgp) =

:|Ui"4'/ sinpdp =
0
= 4)v;| - (—cosm — (—cos0)) = 8|v,l.

Az 0sszes vektorra Osszegezve:

21 n n 21 n
I—/ so,mdsozz/o V(w,vi>dw=8<21vil) —s.
i=1 =1

n
8
Emiatt 1étezik ¢ € [0;27], amelyre ZV(Q@,QZ-) > 7 ellenkez esetben ugyanis I < 8
s
i=1
adédna. Ezt a -t vdlasztjuk tehdt, és a folytatdsban méar abban a koordinita-rendszerben
dolgozunk, amit ez a szog kijelolt.

n n
Innentdl az el6z6 megoldds miikodik, de most az 1 < Z |zi| + Z |yi| helyett az erGsebb

8 =1 i=1
< Z || + Z lyi| egyenlGtlenségbdl indulhatunk ki, ezért végiil a kivalasztott w; vek-

=1

torokra a
‘Z 1. 8 _1
—4 27 7
egyenl6tlenséget kapjuk meg.

A fenti gondolatkisérlet pontossa tehetd, és megmutathatd, hogy ennél nagyobb K mdar nem
lehet j6.
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